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THOMSON  (sir  William),  Fellow  of  St.  Peter's  Collège,  Cambridge,  and  Pro- 
fesser of  Natural  Philosophy  in  the  University  of  Glasgow.  —  Reprixt  g? 
Papers  on  Electrostatics  and  Magnetism.  —  London,  Macmillan  &  Co., 
1872.  —  In-S",  592  p.,  avec  planches  et  figures  dans  le  texte.  Prix  :  24  fr.  25. 

M.  Thomson  a  eu  l'heureuse  idée  de  réimprimer  ses  nombreux 
Mémoires,  dont  quelques-uns  sont  d'une  date  récente,  et  qui  sont 
disséminés  dans  une  douzaine  de  Recueils  scientifiques.  Si  la  mul- 
tiplicité des  publications  consacrées  aux  sciences  oll're  aux  auteurs 
des  moyens  précieux  de  faire  connaître  leurs  travaux,  il  faut 
avouer  qu'elle  présente  aussi  des  inconvénients  très-grands ,  et  les 
personnes  qui  désirent  se  tenir  au  courant  ont  fort  à  faire  aujour- 
d'hui, et  manquent  le  plus  souvent  de  guide  et  des  indications  né- 
cessaires. Il  serait  à  désirer  qu'on  pût  constituer  dans  les  grandes 
villes,  et  à  Paris  en  particulier,  des  salles  de  lecture  où  l'on  met- 
trait à  la  disposition  des  personnes  studieuses  les  nombreuses  pu- 
blications qu'elles  ne  peuvent  se  procurer  personnellement,  et 
qu'on  ne  leur  communique  d'ailleurs,  dans  les  bibliothèques  des 
établissements  publics,  que  bien  longtemps  après  la  réception, 
quand  les  volumes  sont  reliés.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  devons  sa- 
voir gré  à  M.  Thomson  de  l'attention  qu'il  a  eue  pour  les  savants, 
en  réunissant  tous  ses  IMémoires,  et  nous  allons  donner  la  liste  do 
ceux  que  contient  le  Volume  que  nous  avons  sous  les  yeux. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  V.  (Juillet  1873.) 
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I.  On  tlie  uniform  Motion  of  Heat  in  liomogeneous  solid  bodies, 
and  ils  connexion  witli  tlie  mathematical  Theory  of  Electricity. 

IL  On  the  mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equilibrium. 

m.  On  the  electrostatical  Capacity  of  a  Leyden  Phial  and  of 
a  telegraph  wire  insulated  in  the  axis  of  a  cylindrical  conducting 
sheath. 

IV  and  V.  On  the  mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equili- 
brium {^^  ety  Partie). 

\ï.  On  the  mutual  attraction  or  repulsion  between  two  electri- 
fied  spherical  conductors. 

VII.  On  the  attractions  of  conducting  and  non-conducting  elec- 
trified  bodies. 

VIII.  Démonstration  of  a  fundamental  proposition  in  the  me- 
chanical  Theory  of  Electricity. 

IX.  Note  on  induced  Magnetism  in  a  plate. 

X.  Sur  une  propriété  de  la  couche  électrique  en  équilibre  à  la 
surface  d'un  corps  conducteur,  par  M.  Liouville.  Note  sur  ce  Mé- 
moire. 

XI.  On  certain  dehnite  intégrais  suggested  by  problems  in  the 
Theory  of  Electricity. 

XII.  Propositions  in  the  Theory  of  Attraction. 

XIII.  Theorems  with  référence  to  the  solution  of  certain  partial 
diflerential  équations. 

XIV.  Electrical  images. 

XV.  Détermination  of  the  distribution  of  Electricity  on  a  cir- 
cular  segment  of  plane  or  spherical  conducting  surface,  under  any 
given  influence. 

XVI.  Atmospheric  Electricity. 

XVU.  Sound  produced  by  the  discharge  of  a  condenser. 
X\III.  Measurement  of  the   electrostatic  force  produced  by  a 
DanicU's  battery. 

XIX.  Measurement  of  the  electromotive  force  required  to  produce 
a  spark  in  air  between  parallel  métal  plates  at  diiferent  distances. 

XX.  Report  on  electrometers  and  electrostatic  measurements. 

XXI.  Atmospheric  Electricity. 

XXII.  New  proof  of  contact  Electricity. 

XXIII.  Electrophoric  apparatus  and  illustrations  of  Voltaic 
Theory. 
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XXIV.  On  matliematical  Tlieoiy  of  Magnetism. 

XXV.  On  tlie  potential  of  a  closed  galvanic  circuit  of  any  form. 

XXVI.  On  the  naechanical  values  of  distribution  of  matter  and 
of  magne  ts. 

XXVII.  Hydro-kinetic  analogy. 

XXVIII.  Inverse  Problems. 

XXIX.  On  the  electric  Currents  by  wich  the  phsenomena  of  ter- 
res trial  magnetism  may  be  produced. 

XXX.  On  the  Theory  of  magnetic  Induction  in  crystalline  and 
non-crystalline  substances. 

XXXI.  Magnetic  penneability  and  analogues  in  electrostatic 
Induction,  conduction  of  heat  and  iluid  motion. 

XXXII.  Diagrams  of  lines  of  force,  to  illustrate  magnetic  per- 
meability. 

XXXIII.  On  the  forces  experienced  by  small  sphères  under 
magnetic  influence  5  and  on  some  of  the  phœnomena  presented  by 
diamagnetic  substances. 

XXXIV.  Remarlvs  on  the  forces  experienced  by  inductively  mag- 
netised  ferromagnetic  or  diamagnetic  non-crystalline  substances. 

XXXV.  Abstract  of  two  Communications. 

XXXVI.  Remarques  sur  les  oscillations  d'aiguilles  non  cristallisées 
de  faible  pouvoir  inductif  paramagnétique  et  diamagnétique,  etc. 

XXXVII.  Elementary  démonstration  of  propositions  in  the 
Theory  of  magnetic  force. 

XXXVUI.   Corrcspondence  w^ith  Professor  Tyndall. 

XXXIX.  Inductive  susceptibility  of  a  polar  Magnet. 

XL.  General  Problem  of  magnetic  Induction. 

XLI.  Hydrokinetic  analogy  for  the  magnetic  influence  of  an 
idéal  extrême  diamagnetic. 

XLII.   General  hydrokinetic  analogy  for  induced  magnetism. 

Plusieurs  de  ces  Mémoires  sont  enrichis  de  Notes  et  d'Additions. 
Le  Volume  est  suivi  d'un  Index,  qui  facilite  les  recherches.  Le  tra- 
vail nouveau  que  vient  de  s'imposer  M.  Thomson  n'empêchera 
pas,  nous  l'espérons,  cet  éminent  géomètre  de  nous  donner,  avec 
M.  Tait,  le  second  Volume,  si  impatiemment  attendu,  du  beau 
Traité  de  Philosophie  naturelle,  dont  la  publication  a  été  com- 
mencée par  ces  auteurs.  G.  D. 
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CKEMONA  (L.),  professore  nel  R.  Istituto  Tecnico  superiore  di  Milano.  —  Ele- 
MENTi  DI  Geometria  projettiva.  Ad  uso  degli  Istituti  Tecnici  del  Regno 
d'Italia.  —  Roma-Torino-Milano-Firenze,  G.-B.  Paravia  e  Comp.;  1873.  — 
VoL  I,  texte  et  atlas;  2  fasc.  gr.  in-8".  —  Prix  :  3  fr.  5o  c.  (4  fr,  pour  la  France, 
port  compris). 

La  Science  qui  porte  les  différents  noms  de  Géométrie  supé- 
rieure, de  Géométrie  moderne,  de  Géométrie  projectile,  etc., 
n'est  pas  une  branche  spéciale  de  la  Géométrie  qui  ait  égard  seu- 
lement à  certaines  classes  de  figures  5  mais  elle  comprend  toute  la 
Géométrie.  En  effet,  ce  qui  lui  est  particulier,  c'est  qu'elle  s'oc- 
cupe des  propriétés  projectives  \  or  toute  propriété  géométrique  non 
projective  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  propriété  projective  : 
donc  les  théorèmes  qui  indiquent  des  propriétés  non  projectives 
peuvent  être  regardés  comme  des  corollaires  de  ceux  qui  indiquent 
des  propriétés  projectives,  ce  que  fait  la  Géométrie  projective. 

Cette  Science  s'est  organisée  de  plusieurs  manières  très-diffé- 
rentes entre  elles.  On  sait  que  Poncelet,  pour  trouver  les  proposi- 
tions générales  qui  indiquent  les  propriétés  projectives  des  iîgures, 
commençait  par  étudier  les  figures  particulières ,  et  qu'il  généra- 
lisait ensuite,  au  moyen  de  projections  centrales,  les  résultats  ob- 
tenus^ il  déduisait  les  propriétés  des  coniques,  des  figures  homolo- 
giques,  etc.,  de  celles  des  cercles,  des  figures  homothétiques ,  etc. 
Gergonne,  dont  le  but  principal  était  d'établir  a  priori  le  principe 
de  dualité,  conçut  plus  tard  l'idée  d'une  déduction  plus  directe 
d'une  partie  essentielle  des  propriétés  projectives,  savoir  :  des  pro- 
priétés descriptives.  Comme  ces  propriétés  ne  dépendent  que  de  la 
situation  des  parties  des  figures,  et  non  pas  de  leurs  grandeurs,  il 
croyait  aussi  que  leur  démonstration  pouvait  être  indépendante  de 
toute  relation  métrique,  et  il  proposa  de  construire  une  Géométrie 
avec  les  seules  propriétés  descriptives  [Géométrie  de  situation). 
En  commençant  lui-même  cette  construction,  il  la  mena  assez  loin 
pour  montrer  que  son  idée  était  réalisable  (^)  ;  qu'il  fallait  seule- 
ment abandonner  la  séparation  des  Géométries  à  deux  et  à  trois 


(')  Essai  sur  un  nouveau  mode  de  démonstration  des  propriétés  de  l'étendue,  par 
M.BoBiLLiER  {Annales  de  Mathématiques,  t.  XVIII,  1827-1828,  p. 320-339  et  p.  350-867). 

Considérations  philosophiques  sur  les  propriétés  de  l'étendue  qui  ne  dépendent  pas  des 
relations  métriques,  par  M.  Gergonne  {Annales  de  Mathématiques,  t.  XVI,  182J-1826, 
p.  209-232). 
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dimensions,  et  profiter  ainsi,  dans  les  recherches  sur  la  Géométrie 
plane,  des  opérations  dans  l'espace. 

En  continuant  la  réalisation  de  ce  plan  de  Gergonne,  on  peut 
former  un  système  où  l'on  parvient,  quant  à  la  situation,  immé- 
diatement aux  propriétés  projectives  et  générales,  sans  commencer 
par  des  cas  particuliers.  Mais  comme  cette  continuation  se  faisait 
attendre,  le  même  but  fut  atteint  plus  tôt,  par  d'autres  voies,  dans  les 
systèmes  analytiques  de  Mobius  et  de  Plûcker,  dont  nous  n'avons 
pas  à  nous  occuper  ici,  et  dans  les  systèmes  géométriques  (*)  de 
Steiner  et  de  Chasles,  qui  comprennent  toutes  les  propriétés  pro- 
jectives, tant  descriptives  que  métriques.  On  sait  que  la  base  de  ces 
systèmes,  qui,  malgré  l'indépendance  des  travaux  de  ces  deux 
grands  géomètres ,  se  rencontrent  sur  les  points  les  plus  essentiels, 
est,  à  côté  des  propriétés  descriptives  fondamentales  du  point,  de 
la  droite  et  du  plan ,  le  rapport  anliarnionique ,  grâce  auquel  on 
peut  démontrer  les  propriétés  projectives  planes,  sans  avoir  recours 
à  des  considérations  stéréométriques.  Seulement,  en  1847,  v.  Staudt, 
professeur  à  Erlangen,  publia  un  système  de  Géométrie  de  situa- 
tion (*),  en  prenant  pour  point  de  départ  les  mêmes  principes, 
tout  à  fait  élémentaires,  que  Gergonne. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  ici  de  l'importance  scientifique 
et  de  la  beauté  de  chacun  de  ces  systèmes,  mais  à  examiner  lequel 
d'entre  eux  est  le  plus  propre  à  initier  les  jeunes  gens  à  la  Géomé- 
trie projective  :  celui  de  Poncelet ,  celui  de  Chasles  et  de  Steiner, 
ou  celui  de  v.  Staudt?  La  réponse  sera  sans  doute  différente  dans 
différentes  conditions  5  mais  ici  il  s'agit  particulièrement  d'un  cours 
destiné  à  donner  aux  élèves  ingénieurs  des  Ecoles  techniques  une 
base  théorique  de  leurs  études  plus  praticjues,  et  notamment  à  les 
préparer  à  l'étude  de  la  Statique  graphique.  Alors  la  Géométrie 
de  situation  a  de  grands  avantages.  A  ces  jeunes  gens  qui  cultivent 
en  même  temps  la  Géométrie  descriptive  ou  qui  ont  étudié  cette 

(')  Steiner  :  Sjstematische  Entwichelung  der  Abhàngigkeit  geometrischer  Gestalten, 
i832.  —  Die  Théorie  der  Kegelschnitte,  gestûtzt  auf  projectivische  Eigenschaften . 
Publié,  d'après  les  leçons  et  les  manuscrits  de  Steiner,  par  H.  Schriiter,   1867. 

Chasles  :  Aperçu  historique,  etc.,  dont  une  partie  avait  été  présentée  à  l'Académie 
de  Bruxelles,  en  i83o,  et  qui  parut  en  iS36,  —  Traité  de  Géométrie  supérieure,  i852. 
—   Traité  des  Sections  coniques,  i865. 

(')  Géométrie  der  Lage,  Niirnberg,  1847  ;  suivie  par  Beitràge  zur  Géométrie  der  Loge, 
i856-i86o. 
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science,  et  qui  s'exercent  à  dessiner,  les  figures  et  les  concep- 
tions stéréométriques  doivent  être  assez  familières  pour  leur  faire 
comprendre  sans  difficulté  les  démonstrations  descriptives,  et,  réci- 
proquement, ils  ont  besoin,  pour  leurs  études  et  pour  leurs  futurs 
travaux,  de  se  familiariser  encore  plus  avec  ces  conceptions.  Aussi 
le  fondateur  de  la  Statique  graphique,  M.  Culmann,  renvoie-t-il, 
dans  son  excellent  Traité,  à  la  Géométrie  de  situation  de  v.  Staudt, 
et  M.  Reye,  dans  ses  excellentes  Leçons  (')  de  Géométrie  projective 
faites  aux  élèves  ingénieurs  à  Zurich,  se  sert-il  aussi  de  démonstra- 
tions purement  descriptives. 

Toutefois,  dans  l'instruction,  on  ne  doit  pas  pousser  trop  loin 
une  abstraction,  et  nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  utile,  dans  le  cas 
qui  nous  occupe,  de  se  refuser  absolument  l'usage  de  relations  mé- 
triques. Dans  la  Géométrie  de  situation,  on  définit  les  séries  homo- 
graphiques  ou  projectives  de  la  manière  suivante  :  Deux  séries 
(avec  00  ^  éléments)  soïit  projectives,  si  leurs  éléments  se  corres- 
pondent un  à  un,  et  si  à  quatre  éléments  harmoniques  de  l'une  cor- 
respondent quatre  éléments  harmoniques  de  l'autre.  Cette  définition 
ne  renferme  pas  en  elle  une  détermination  de  l'élément  de  l'une  qui 
correspond  à  un  élément  arbitraire  de  l'autre.  Or  on  sait  que  cette 
détermination  est  exprimée  d'une  manière  assez  simple  par  l'égalité 
des  rapports  anharmoniques  de  quatre  éléments  de  l'une  et  des  élé- 
ments correspondants  de  l'autre.  Nous  croyons  donc  qu'il  est  bon, 
même  dans  un  cours  qui  a  pour  base  principale  l'étude  des  propriétés 
descriptives,  d'introduire  la  notion  du  rapport  anharmonique,  sitôt 
qu'il  s'agit  de  construction  de  séries  (ou  de  Jo/'mes)  projectives. 
Cette  notion  rend  la  conception  de  ces  séries  plus  claire  et  facilite 
l'étude  des  propriétés  descriptives,  en  même  temps  qu'elle  donne 
aussi  le  moyen  d'étudier  les  propriétés  métriques  des  figures  (^). 
La  voie  à  laquelle  nous  avons  donné  ici  la  préférence  est  celle 
que  suit,  dans  le  Livre  que  nous  avons  à  analyser,  l'illustre  géo- 
mètre italien,  qui  n'aspire  pas  à  faille  des  découvertes,  mais  qui 
s'est  chargé  de  la  tâche  utile,  mais  assez  difficile,  d'élaborer  un 
Cours.  Dans  les  premiers  paragraphes  [§  i.  Définitions  ;  §  2,  Pro- 
jection centrale;  §  3,  Homologie;  l  4,  Figures  lioniologiques  de 


(')  Die  Géométrie  der  Lage,  Hannover,  i866. 

(')  Pour  cette  dernière  raison,  M.  Reye  parle  aussi  dans  des  Appendices  du  rapport 
anharmonique. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i3 

trois  dimensions-^  §  5,  Formes  (séries)  géométriques;  §  6,  Prin- 
cipe de  dualité;  §  7,  Formes  projectiles  ;  §  8,  Formes  harmo- 
niques~\^  on  fait  abstraction  de  toute  question  de  la  grandeur  de 
l'étendue,  et  toutes  les  démonstrations  se  font  avec  des  propriétés 
descriptives.  Mais,  dans  le  §  9,  l'auteur  introduit  les  rapports 
anharmoniques,  et  en  montre  les  principales  propriétés ,  pour  en 
faire  usage  dans  ce  qui  suit  (^  10,  Construction  des  formes  pro- 
jectiles; ^  il ,  Cas  particuliers  et  exercices  ;  %  12,  Involution,  etc.). 
Fidèle  à  son  point  de  départ,  l'auteur  préfère  toutefois,  même 
après  avoir  introduit  les  rapports  anliarmoniques,  les  démonstra- 
tions descriptives  et  constructives,  lorsqu'elles  ne  sont  pas  plus 
compliquées  que  celles  où  l'on  se  sert  de  simples  opérations  algé- 
briques. C'est  pour  cette  raison  que  la  détermination  des  éléments 
communs  de  deux  séries  projectives  et  celles  des  éléments  doubles 
d'une  série  de  couples  en  involution  (§  18),  et  les  problèmes  du 
second  degré  (§  19)  ne  sont  exposés  qu'après  la  déduction  des  pro- 
priétés principales  des  coniques  (§13,  Foj^mes  projectiles  dans 
le  cercle;  §  14,  Formes  projectives  dans  les  coniques;  §  13,  Con- 
structions et  exercices;  §  16,  Corollaires  des  théorèmes  de  Pascal 
et  de  Brianchon;  §  17,  Théorème  de  Desargues). 

On  voit  par  les  titres  de  ces  derniers  paragraphes  que  l'auteur 
suit,  quant  à  l'introduction  des  coniques,  un  peu  la  même  voie  que 
Poncelet,  en  déduisant  quelques-unes  des  propriétés  des  coniques 
de  celles  du  cercle.  Toutefois,  il  se  borne  à  établir  par  cette  voie  les 
théorèmes  fondamentaux  sur  la  projectivité  des  faisceaux  qui  pro- 
jettent de  points  fixes  d'une  conique  un  point  mobile ,  et  sur  celle 
des  divisions  faites  sur  des  tangentes  fixes  par  une  tangente  mo- 
bile, et  enfin  sur  celle  de  ces  deux  différentes  espèces  de  formes 
entre  elles  5  ces  théorèmes  font  ensuite  la  base  de  la  théorie  sui- 
vante. En  définissant  une  conique  comme  le  lieu  ou  l'enveloppe 
déterminée  par  une  de  ces  propriétés ,  on  pourrait  éviter  cette  dé- 
duction de  théorèmes  généraux  de  leurs  cas  particuliers;  mais  alors 
on  aurait  besoin  de  plusieurs  démonstrations  (que  les  centres  des 
faisceaux  qui  engendrent  la  conique  peuvent  être  des  points  quel- 
conques de  la  courbe,  etc.). 

Les  paragraphes  suivants  contiennent  :  §  20,  Pôles  et  polaires; 
%  21,  Centre  et  diamètres;  %  22,  Figures  polaires  réciproques; 
%  23,  Corollaires  et  constructions.  —  Nous  devons  faire  remarquer 
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que  M.  Cremona  ne  fait  pas  usage,  dans  ces  démonstrations,  d'élé- 
ments imaginaires. 

Le  second  volume  contiendra  \es  Pi  opriétés  focales  des  cojiicjiies, 
la  Théorie  des  cônes  et  des  figures  spliériques,  et  les  principes  de 
la  Géométrie  analytique. 

Voilà  un  résumé  du  plan  du  travail  de  M.  Cremona.  Quant  à 
l'exécution  de  ce  plan,  on  ne  peut  trop  louer  l'excellente  exposi- 
tion, l'heureux  clioix  des  dénominations,  la  clarté  du  style  et  des 
explications,  et  la  description  intuitive  des  figures,  avantages  qu'on 
doit  apprécier,  sachant  combien  il  est  difficile  souvent  de  ne  pas 
donner  à  la  description  d'une  figure  qui  fait  saillir  presque  immé- 
diatement une  vérité  géométrique  une  étendue  qui  dérobe  à  la  dé- 
monstration descriptive  toute  son  élégance. 

Nous  devons  rappeler  encore  que  M.  Cremona  fait  suivre  les 
théorèmes  de  nombreuses  applications,  soit  de  corollaires,  soit  de 
constructions.  En  exécutant  avec  soin  ces  constructions,  l'élève  in- 
génieur, en  même  temps  qu'il  acquiert  la  connaissance  de  la  Géo- 
métrie projective,  se  familiarise  avec  les  constructions  graphiques 
qui  lui  seront  si  utiles  plus  tard. 

11  va  sans  dire  que  l'excellent  Livre  de  M.  Cremona,  tout  en 
étant  destiné  spécialement  aux  Instituts  techniques,  sera  aussi 
extrêmement  propre  à  répandre  ailleurs  le  goût  de  la  Géométrie 
projective  et  la  connaissance  de  cette  science.  Nous  voudrions  donc 
bien,  par  cette  analyse,  augmenter  le  nombre  de  ses  lecteurs.  En 
même  temps,  nous  devons  relever  deux  fautes  qui  s'y  sont  glissées. 
Comme  la  première,  qui  se  trouve  à  l'énoncé  du  théorème  17,  ne 
repose  que  sur  un  échange,  nous  nous  permettons  de  la  corriger, 
en  substituant  à  cet  énoncé  celui  qui  suit  :  «  Si  aux  droites  «,  è, 
c, . .  .  et  aux  points  ab^  ac^ .  .  . ,  ^c, .  .  .  d'une  figure  correspondent 
respectivement  les  droites  «',  Z>',  c', .  .  .  et  les  points  a' b\  a'c\.  .  ., 
b'c', . . .  d'une  autre  figure  située  dans  le  même  plan  que  la  première, 
et  si  les  droites  joignant  les  points  correspondants  ab  et  a'b'^  ac  et 
a  c  , .  .  . ,  Z>c  et  y  c  ^ .  .  .  passent  par  un  point  fixe  O ,  alors  les  droites 
correspondantes  ci  et  a',  b  et  b\  c  et  c',. . .  se  rencontrent  en  des 
points  d'une  droite  fixe.  » 

La  seconde  de  ces  fautes  (')  se  trouve  dans  les  démonstrations  de 

C)  Nous  croyons  savoir  que  l'indication  de  ces  deux  fautes,  reconnues  par  l'auteur 
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l'article  114,  [a]  et  [b).  En  effet,  selon  ces  démonstrations,  il  serait 
possible  de  suljstituer  au  cercle  une  courbe  tout  à  fait  arbitraire. 
Il  y  a  donc,  dans  la  démonstration,  une  lacune  qu'il  ne  serait  pas 
difficile  de  remplir  ;  mais,  comme  les  théorèmes  dont  il  s'agit  sont 
importants,  l'auteur,  sans  doute,  s'en  chargera  lui-même,  en  don- 
nant dans  le  second  ^olume  une  correction  de  ces  deux  démons- 
trations. Z. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ATTI  DELL'  ACCADEMIA  PoXTIFICIA   DE'   NuOVI   Li.NCEI  (' ).  —  In-4°. 

T.  XXV;  1871-1872. 

Secchi  (le  p.).  —  6'«7'  la  distribution  des  protubérances  autour 
du  disf/ue  solaire.  4^,  5*^,  6*^  et  y''  Communications.  (Ensemble  69  p.) 

Avec  des  considérations  sur  la  couronne  solaire, 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  quelques  phénomènes  produits  dans  l'ex- 
plosion de  la  foudre  à  ^latri.  (op.) 

Proveivzali  (P. -F. —S.).  — Sur  la  mesure  de  l'intensité  de  la 
lumière  solaire.  (2  Articles,  i3  p.) 

Fergola  (E.)  et  Secchi  (le  P.).  — Sur  la  différence  de  longi- 
tude entre  Home  et  Naples. 

Ces  astronomes  ont  ti^ouvé  pour  l'expression  de  cette  différence, 
évaluée  en  temps,  7™  6%  247  ±  0^,027. 

Catalan  (E.).  —  Tliéorème  d' Arithm.étique.  (i  p.  5  fr.) 

N  étant  un  multiple  donné  de  4^  1^  un  nombre  pair  <i^  ]N,  on  dé- 
compose n  en  une  somme  de  puissances  de  2,  et  l'on  fait  ^„  =:  dz  i, 
suivant  que  ces  puissances  sont  en  nombre  pair  ou  en  nombre  im- 
pair. En  supposant  N  —  n^=  •i''"i.,  on  a 

n  =  N  —  2 

le  signe  -H  répondant  au  cas  où  jN  est  la  somme  d'un  nombre  impair 
de  puissances  de  2. 

après  l'impression,  fait  partie  de  VErratiim  qui  se  trouvera  dans  le  second  Volume  de 
l'Ouvrage.  G.  D. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  19. 
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Secchi  (le  P.).  —  Sur  l'aurore  électrique  du  4  février  1872. 
(12  p.) 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  dernière  éclipse  du  12  décembre  1871. 
(18  p.) 

AzzARELLi  (M.).  —  Centre  de  pression  dans  une  surface  quel- 
conque. (20  p.) 

Une  surface  rigide  quelconque  étant  plongée  dans  un  liquide,  les 
pressions  normales  exercées  sur  les  divers  éléments  de  cette  surface 
n'auront  pas,  en  général,  de  résultante  unique,  et,  par  conséquent, 
il  n'y  aura  pas  lieu  de  clierclier  le  centre  de  pression.  L'auteur  éta- 
blit dans  son  Mémoire  les  conditions  nécessaires  pour  la  réduction 
des  pressions  élémentaires  à  une  force  unique.  Il  applique  ensuite 
ces  conditions  à  différentes  surfaces. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  spectres  prismatiques  des  corps  cé- 
lestes. (56  p.) 

AzzARELLi  (M.).  —  Détermination  du  centre  de  gravité  du 
triangle  sphérique  et  de  la  pyramide  sphérique.  Résolution  des 
problèmes  qui  s'y  rapportent.  (82  p.) 

Ce  Mémoire  est  le  développement  d'une  Note  de  Kramp,  publiée 
en  1793,  dans  le  tome  IV  du  Giornale  Jisico -médico,  et  conte- 
nant les  énoncés  et  la  simple  indication  des  solutions  de  vingt-sept 
problèmes,  dont  vingt  et  un  se  rapportent  à  la  détermination  du 
centre  de  gravité  du  triangle  sphérique.  M.  Azzarelli  donne  la  dé- 
monstration des  solutions  de  ces  vingt  et  un  problèmes. 

Catalan  (E.),  —  Sur  les  courbes  antipodaires.  (i  p.  ;  Ir.) 

Les  antipodaires  d'une  suite  de  conclioïdes  ayant  môme  pôle  sont 
des  courbes  parallèles. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  température  solaire,  (i  i  p.) 

Proveivzali  (P. -F. -S.).  —  Sur  l'équi^'alent  mécanique  de  la 
chaleur.  (7  p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Nouvelles  reclierches  relatives  au  théorème 
de  Fagnano.  (i3  p.) 

Suite  du  Mémoire  inséré  au  t.  XXIV  des  Atti  delV  Accad.  Pont, 
de  N.  Lincei  (voir  Bulletin,  t.  III,  p.  106).  Constructions  géomé- 
triques se  rattachant  au  théorème  de  Fagnano. 
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RIVISTA  sciENTiFico-iNDUSTRiALE  (lelle  principali  scoperte  ed  invenzioni  fatle 
nelle  scienze  e  nelle  industrie.  Compilata  da  Guido  Vimercati,  con  la  collabo- 
razione  dei  signori  P.  Secchi,  Donati,  Denza,  Canestrini,  etc.,  etc.  —  Firenze, 
Gr.  in-8"  ('). 

Les  deux  premiers  Volumes  de  cette  Revue  ont  paru  sous  forme 
d'Annuaire,  dans  le  format  in- 18,  à  la  lin  des  années  1869  et  1870. 
C'est  à  partir  du  mois  d'avril  1871  qu'elle  est  devenue  publication 
mensuelle  avec  son  format  actuel.  Le  cadre  de  la  Revue  embrassant 
l'ensemble  des  Sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles, 
nous  mentionnerons  seulement  les  articles  qui  se  rapportent  aux 
branches  dont  s'occupe  notre  Bulletin. 

3*  Année;  1871. 

Denza  (F.)  et  Donati  (G.-B.).  —  Aurores  boréales  du  9  et  du 
18  awi7  1871. 

CiPOLLETTi  (D.).  —  Sur  la  fonction  des  forces.  (5  p.) 
L'auteur  a  pour  but  de  chercher  l'expression  de  l'action  élémen- 
taire qu'exercent  deux  molécules  l'une  sur  l'autre.  Après  avoir  cité 
les  principes  énoncés  par  Hooke  et  par  Newton,  il  arrive  à  la  loi 
qu'en  a  déduite  Boscovich,  et  à  la  courbe  sinueuse,  asymptote  aux 
deux  axes  coordonnés,  par  laquelle  cette  loi  est  représentée.  Il  en 
conclut  que  la  grandeur  de  l'action  de  deux  molécules  peut  être  re- 

présentée  par  le  quotient  de  deux  polynômes,  de  degrés  2  n  et 

"2  «-(-2 

2/1-1-2,  ne  renfermant,  l'un  et  l'autre,  que  des  puissances  paires, 
et  dont  le  second,  P^n+a,  n'a  pas  de  terme  constant  5  ce  qui  donne, 
comme  limite,  la  loi  d'attraction  newtonienne,  pour  une  distance 
infinie. 

Gherardi  (S.).  —  Sur  un  projet,  paraissant  le  plus  ancien,  de 
télégraphe  magnétique,  (9  p.) 

Voir  les  Articles  publiés  dans  le  tome  P""  du  Bullettino  di  Biblio- 
grafia,  etc.  de  M.  le  prince  Boncompagni. 

Denza  (F.).  —  Bolides  observés  en  Italie,  en  avril  1871. 


(•)  Revue  scientifique  et  industrielle  des  principales  découvertes  et  inventions  faites 
dans  les  sciences  et  dans  l'industrie.  Rédigée  par  M.  l'ingénieur  comte  G.  Vimercati. 
—  Cette  Revue  parait  chaque  mois  par  fascicule  de  deux  feuilles.  Le  prix  d'abonne- 
ment est  7  fr.  pour  l'Italie,  9  fr.  pour  le  reste  de  l'Europe. 

Bull,  des  Sciences  muthém,  et  astrua.,  t.  V.  (Juillet  1873.)  2 
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Cagnassi  (M.).  —  Suj'  un  télémètre,  nouvel  instrument  pour  la 
mesure  des  distances. 

Tacchiî^i  (P.).  —  Nouvelles  observations  sur  les  protubérances 
solaires. 

Secchi  (A.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  spectroscopique. 

EccHER  (A.  de).  —  Sur  la  transformation  du  travail  mécanique 
en  électricité  et  en  chaleur.  (8p.) 

De:\za  (F.).  —  Les  étoiles  jilantes  et  les  aurores  polaires  obser- 
vées en  Piémont,  en  1871.  (3  p.) 

Ragona  (D.).  —  La  poussière  atmosphérique.  (7  p.) 

DoMiNi  (P.).  —  Sur  les  machines  à  'vapeur;  notes  pratico- 
théoriques.  (2  art.,  i3  p.) 

Cecchi  (F.).  — Le  baromètre  de  la  Loggia  delV  Or  gagna,  à 
Florence.  (3  art.,  aS  p.) 

Lavisato  (D.).  —  Le  spectre  des  éclairs.  (3  p.) 

De?<za  (F.).  —  yïurores  polaires  et  éruptions  solaires.   (3  p.) 

Tacchiisi  (P.).  — Physique  solaire.  (3  p.) 

4*  Année;  1872. 

De3.za  (F.).  —  Aurores  polaires.  (3  p.) 

Serpieri  (A.).  —  Sur  les  relations  entre  le  Soleil  et  les  pla- 
nètes. (3  art.,  2j  p.) 

Secchi  (A.),  Bertelli  (T.),  Cagnassi  (M.).  —  La  grande  au- 
rore boréale  du  ^février  1872.  (6  p.) 

Bertelli  (T.).  —  Phénomènes  météorologiques  observés  à  Flo- 
rence, enmars  1872.  (3  p.) 

Cecchi  (F.).  —  Nouvel  appareil  pour  démontrer  l'égalité  de 
vitesse  de  chute  des  corps  lourds  et  des  corps  légers.  (4  p.) 

Do:sAïi  (G.-B.).  —  Sur  des  phénomènes  qui  se  sont  manifestés 
sur  les  lignes  télégraphiques  pendant  la  grajide  aurore  boréale 
du  /\  février  18725  sur  l'origine  des  aurores  boréales,  et  sur  une 
prétendue  question  de  priorité  relative  à  l'explication  de  cette 
origine.  (18  p.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.        19 

CiPOLLETTi  (D.).  —  application  du  principe  de  Newton  et  de 
la  dissertation  de  Boscovich  sur  la  loi  des  forces  qui  existent  dans 
la  nature  à  une  théorie  synthétique  de  l'étendue.  (3  art.,  20  p.) 

Suite  de  la  Note  insérée  dans  le  précédent  Volume.   L'auteur 
prend  pour  point  de  départ  les  principes  de  Hooke,  de  Newton  et 
de  Bosco\  icli,  qu'il  résume  comme  il  suit  :  «  Si,  en  vertu  d'une 
action  extérieure,  deux  atomes  coutigus  d'un  corps  sont  sollicités  à 
se  rapprocher  ou  à  s'éloigner,  alors  il  se  développe,  entre  ces  deux 
atomes   et  suivant  la  droite  qui  les  joint,  des  accroissements  de 
forces,  répulsifs  dans  le  premier  cas,  attractifs  dans  le  second.  Ces 
réactions,  entre  des  limites  déterminées  de  stabilité,  sont  propor- 
tionnelles aux  forces  extérieures,  et  fonctions  continues  du  dépla- 
cement zf.  ^^,  ou  de  la  quantité  dont  les  atomes  se  sont  rapprochés 
ou  éloignés.  Elles  s'annulent  soit  quand  la  variation  =p  0^  converge 
vers  zéro,  soit  quand  la  distance  variable  ^  H-  <5^  s'approche  de  la 
distance  limite  de  la  cohésion,  et  elles  croissent  indéfiniment,  par 
des  valeurs  négatives,  lorsque  la  distance  varialjle  ^  —  ô(^  est  sur  le 
point  de  devenir  un  minimum,  par  rapport  à  la  distance  ^  qui  ré- 
pond à  l'état  naturel.  » 

jMakaingoai  (C).  —  Sur  le  prificipe  de  la  viscosité  superficielle 
des  liquides,  établi  par  M.  J .  Plateau.  (2  p.) 

Ferriki  (R).  —  Sur  la  polarisation  électrostatique . 

DoKNiiN'i  (P.).  — Sur  quelques  relations  qui  ont  lieu  entre  un 
corps  et  ses  couches  de  niveau,  (op.) 

L'auteur  établit  plusieurs  théorèmes,  dont  nous  citerons  seule- 
ment le  premier  : 

«  Le  moment  par  rapport  à  un  plan  de  la  portion  d'un  corps 
comprise  entre  deux  couches  de  niveau,  multiplié  par  le  rapport 
constant  de  la  masse  d'une  couche  à  celle  de  la  partie  du  corps  in- 
térieur à  cette  couche,  est  égal  à  la  différence  des  moments  des  deux 
couches,  pris  par  rapport  au  même  plan.  » 

CiPOLLETTi  (D.).  —  Expressions  générales  du  développement 
en  série  des  coordonnées  d'un  corps  céleste.  (5  p.) 

Au  moyen  des  équations  -^^  = x, .  .  .  du  mouvement  ellip- 
tique, l'auteur  développe  les  valeurs  de  x,  j',  z  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  du  temps,  et  dont  les  coefficients  dépendent, 

2. 
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suivant  une  loi  qu'il  indique,  des  valeurs  initiales  des  coordonnées 

et  des  composantes  de  la  vitesse. 

LivERANi  (P.)-  —  Les  étoiles  filantes  de  la  période  d'août.  (4p) 

Provenzali  (P. -S. -F.). — Sur  le  coefficient  niccanique  de  la 
chaleur.  (3p.) 

DoNNiNi  (P-)-  —  ^"''  (Jt-i-^lques  propriétés  d'un  anneau  très- 
mince,  déforme  elliptique,  et  hétérogène.  (4  p-) 

Luviisi  (G)-  —  Sur  la  viscosité  superfcielle  des  liquides.  (4P') 

EccHER  (A.  de).  —  Sur  la  réponse  du  professeur  G.  Cantoni 
aux  observations  faites  à  son  trauail  sur  l'électrophore  et  la  pola- 
risation électrostatique.  (19  p.) 

EccHER  (A.  de).  —  Observations  sur  quelques  expéiiences  du 
professeur  R.  Ferrini  sur  la  polarisation  électrostatique.  (i4p) 

Bellucci  (G.).  —  Pluie  extraordinaiie  d' étoiles  fiantes ,  le 
27  novembre  1872.  (4  p-) 


MÉLANGES. 

SUR  LA  POSSIBILITÉ  DE  REPRÉSENTER  LNE  FONCTION  PAR  WL  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQI'E; 

Par  B.  RIEMANN. 

Publié,  d'après  les  papiers  de  l'auteur,  par  R.  Dedekind  ('). 
(Traduit  de  l'allemand.) 

Le  présent  travail  sur  les  séries  trigonométriques  se  compose  de 
deux  Parties  essentiellement  distinctes .  La  première  contient  une 
histoire  des  recherches  et  des  opinions  des  géomètres  sur  les  fonc- 

(')  Ce  Mémoire  a  été  présenté  par  l'auteur,  en  i85'(,  à  la  Faculté  de  Philosophie 
pour  son  habilitation  à  l'Université  de  Gœttingue.  Bien  que  l'auteur  ne  semble  pas 
l'avoir  destiné  à  la  publicité,  cependant  l'impression  de  ce  travail  sans  aucun  change- 
ment de  l'orme  paraîtra  suffisamment  justitiée  tant  par  l'intérêt  considérable  qui  s'at- 
tache au  sujet,  que  par  la  manière  dont  y  sont  traités  les  principes  les  plus  importants 
de  l'Analyse  infinitésimale. 

Brunswick,  juillet  1867.  R.  Dederisd.   . 
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lions  arbitraires  données  graphiquement,  et  sur  la  possibilité  de 
les  représenter  par  des  séries  trigonomé triques.  Le  rapproche- 
ment de  ces  résultats  m'a  permis  de  mettre  à  profit  quelques  indi- 
cations de  l'illustre  géomètre  (*)  à  qui  l'on  doit  le  premier  travail 
sur  cet  objet.  Dans  la  seconde,  je  soumets  la  représentation  d'une 
fonction  par  une  série  trigonomé  trique  à  un  examen  qui  embrasse 
des  cas  qui  n'ont  pas  encore  été  traités  jusqu'ici.  Il  a  été  nécessaire 
de  faire  précéder  cette  étude  d'une  courte  ?Sote  sur  la  notioii  d'in- 
tégrale définie,  et  sur  l'étendue  dans  laquelle  cette  notion  est  ap- 
plicable. 

Hisloire  des  recherches  relatives  à  la  représentation  par  une  série 
trigonométrique  d'une  fonction  donnée  arbitrairement. 

§  1- 
Les   séries  trigonométriques ,  ainsi  appelées  par  Fourier,  c'est- 
à-dire  les  séries  de  la  forme 

«1  sin.r  -r-  «2  sin  ix  -\-  a^  sin  ?>x  -h  .  .  . 
-\-\ho-{-  b,cosx  H-  biC0S2x  -+-  63 CCS 3 .r  -?-..., 

jouent  un  rôle  considérable  dans  la  partie  des  Mathématiques  où 
l'on  rencontre  des  fonctions  entièrement  arbitraires^  on  est  même 
fondé  à  dire  que  les  progrès  les  plus  essentiels  de  cette  partie  des 
Mathématiques,  si  importante  pour  la  Physique,  ont  été  subor- 
donnés à  la  connaissance  plus  exacte  de  la  nature  de  ces  séries.  Dès 
les  premières  recherches  mathématiques  c[ui  ont  conduit  à  la  con- 
sidération des  fonctions  arbitraires,  s'est  posée  la  question  de  savoir 
si  une  fonction  entièrement  arbitraire  pouvait  se  représenter  par 
une  série  de  la  forme  ci-dessus. 

Cette  cjucstion  a  pris  naissance  vers  le  milieu  du  siècle  précé- 
dent, à  l'occasion  des  recherches  sur  les  cordes  vibrantes,  dont 
s'occupaient  alors  les  plus  célèbres  géomètres.  Il  serait  difficile 
d'exposer  leurs  vues  sur  ce  sujet  sans  entrer  dans  les  détails  du 
problème . 

Sous  certaines  hypothèses,  qui  s'accordent  de  très-près  avec  la 
réalité,  la  forme  d'une  corde  tendue,  vibrant  dans  son  plan  (en  dé- 

(')  Lejeune-Dirichlet.  {N.du  Trad.) 
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signant  par  x  la  distance  d'un  quelconque  de  ses  points  à  son  extré- 
mité initiale,  et  par  r  la  distance,  au  bout  du  temps  i,  de  ce  point 
à  sa  position  d'équilibre),  est,  comme  on  sait,  déterminée  par 
l'équation  aux  difTérentielles  partielles 

a  étant  indépendant  de  t  et,  dans  le  cas  d'une  corde  d'épaisseur 
uniforme,  indépendant  de  x. 

D'Alembert  est  le  premier  qui  ait  donné  une  solution  générale 
de  cette  équation  différentielle. 

Il  a  montré  (*)  que  toute  fonction  de  x  et  de  t  qui,  mise  à  la 
place  de  j',  rend  cette  équation  identique,  doit  être  contenue  dans 

la  formule 

f{x-hat)-]-o{x  —  cit), 

ainsi  qu'on  le  voit  en  introduisant  comme  variables  indépendantes 
X  -h  ott^  X —  at  à  la  place  de  x,  t,  ce  qui  change 


fPy         T    r}'r  ,      à(x  -h  (xt 

en      4 


âx^        a-    uf  0{x  —  Oit) 

Outre  cette  équation  aux  différentielles  partielles,  qui  résulte 
des  lois  générales  du  mouvement,  il  faut  encore  que  ^^  satisfasse  à 
la  condition  d'être  constamment  =  o  aux  points  d'attache  de  la 
corde-,  on  a  donc,  en  faisant  pour  l'un  de  ces  points  x  =  o,  pour 
l'autre  x  =  /, 

f{at)~-^-^{~at),    f[l^at)  =  -<^[l  —  y.t), 

et,  par  suite, 

f[z)  =  -  o{  —  z)  =  -  o[l -  [l ^  Z)\=f{ll  +  z), 
r=f{at  +  x)-f{at-x). 

Après  avoir  poussé  jusque-là  la  solution  générale  du  problème, 
d'Alembert  s'occupe,  dans  une  Suite  à  son  Mémoire  (*),  de  l'équa- 

(')  Mémoires  de  VAcad.  de  Berlin,  \'}!\-j,  p.  2i'|. 
{')  Ibid.,  p.  220. 
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t'ion  f[z)  =z  f  [i l  -'r-  z) ^  c'est-à-dire  qu'il  clierclie  des  expressions 
analytiques  qui  restent  invariables  lorsque  z  croit  de  1 1. 

C'est  le  mérite  essentiel  d'Euler,  qui  a  donné,  dans  le  volume 
suivant  des  Mémoires  de  Berlin  ('),  une  nouvelle  exposition  de  ces 
travaux  de  d'Alembert,  d'avoir  reconnu  plus  exactement  la  nature 
des  conditions  auxquelles  la  fonction  f{z)  doit  satisfaire.  Il  re- 
marqua que,  d'après  la  nature  du  problème,  le  mouvement  de  la 
coi'de  est  complètement  déterminé  si  l'on  donne,  pour  un  instant 
quelconque,  la  forme  de  la  corde  et  la  vitesse  de  chaque  point 

(  c'est-à-dire  y  cl  -y-]^  et  il  fit  voir  que,  si  l'on  imagine  que  ces 

deux  fonctions  soient  définies  par  des  courbes  tracées  arbitrai- 
rement, ou  peut  toujours  en  déduire,  par  une  simple  construction 
géométrique,  la  fonction/ (s)  de  d'Alembert.  Supposons,  cneiïet, 

ôy 
que  l'on  ait,  pour  £  =  o,  j)^  =  g-  [x]  cl  -y  =  h  [x)  ^  il  vient,  pour 

les  valeurs  de  x  entre  o  et  /, 

/(^)-/(-^)  =  g-(^),    f(a:)+f{-x)=^pi{x)dx, 

et,  par  suite,  on  obtient  la  fonction /(z)  entre  —  /  et  /.  Or  de  là 
on  déduit  la  valeur  de  cette  fonction  pour  toute  autre  valeur  de  z^ 
au  moyen  de  l'équation  y(^)  =f[2l-\-z).  Telle  est,  en  notions 
abstraites,  mais  actuellement  bien  connues,  la  détermination  due  à 
Eider  de  la  fonction  y(^). 

Cependant  d'Alembert  protesta  contre  cette  extension  donnée  à 
sa  méthode  par  Euler  (^),  parce  que  sa  méthode  supposait  néces- 
sairement que  y  pût  s'exprimer  analytiquement  en  t  et  en  x. 

Avant  qu'Euler  eût  fait  connaître  sa  réponse,  parut  un  troisième 
travail  sur  ce  sujet,  tout  différent  des  deux  premiers  et  dû  à  Daniel 
Bernoulli  (').  Déjà,  avant  d'Alembert,  Taylor  avait  vu  que  l'on  a 

{')  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1748,  p.  69. 

(-)  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  X'/bo,  p.  358.  a  En  effet,  on  ne  peut,  ce  me 
»  semble,  exprimer  _>' analytiquement  d'une  manière  plus  générale  qu'en  le  supposant 
»  une  fonction  de  t  et  de  x.  Mais  dans  cette  supposition  on  ne  trouve  la  solution  du 
»  problème  que  pour  les  cas  où  les  diflerentes  fij^ures  de  la  corde  vibrante  peuvent  être 
»  renfermées  dans  une  seule  et  même  équation.  » 

(')  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1753,  p.  147. 
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et  que,  en  même  temps,  r  est  toujours  égal  à  o  pour  jr  =  o  et 
pour  X  =  l,  si  l'on  pose 

y  =  sin  — —  ces  — -. —  ? 

en  prenant  pour  n  un  noml^rc  entier.  Il  expliquait  ainsi  le  fait  pliy- 
sique  qu'une  corde,  outre  le  son  fondamental  qui  lui  est  propre, 
peut  encore  donner  le  son  fondamental  d'une  corde  ayant  une  lon- 
gueur égale  à  -i-,  I,  7,...  de  la  sienne  (et  d'une  constitution  d'ailleurs 
identique),  et  il  regardait  sa  solution  particulière  comme  une  solu- 
tion générale,  croyant  que  la  vibration  de  la  corde,  si  le  nombre 
entier  Ji  était  déterminé  d'après  la  liauteur  du  son,  serait  repré- 
sentée, au  moins  très-approximativement ,  par  cette  équation.  L'ob- 
servation qu'une  corde  pouvait  donner  simultanément  ses  diffé- 
rents sons  conduisit  maintenant  Bcrnoulli  à  cette  remarque,  que 
la  corde  (suivant  la  théorie)  pouvait  aussi  vibrer  conformément  à 
l'équation 

V       .     JiT.x         nr.cf.  ,         _  , 

y  =  y  an  sin  — —  cos  — —  (  ^  —  (3„  ), 

et,  comme  cette  équation  donnait  l'explication  de  toutes  les  modi- 
fications observées  du  phénomène,  il  la  considérait  comme  la  plus 
générale  (*).  xi  l'appui  de  cette  opinion,  il  étudia  les  vibrations 
d'un  fil  tendu,  sans  masse,  chargé  en  certains  points  de  masses 
finies,  et  fit  voir  que  ces  vibrations  pouvaient  toujours  se  décom- 
poser en  un  nombre,  égal  au  nombre  des  points,  de  vibrations  dont 
chacune  est  de  même  durée  pour  toutes  les  masses. 

Ces  travaux  de  Bernoulli  furent  l'occasion  d'un  nouveau  Mé- 
moire d  Euier,  imprimé  immédiatement  à  leur  suite,  dans  les  3Ié- 
moires  de  l' Académie  de  Berlin  [^).  Euler  y  soutient  ('),  à  l'en- 
contre  de  d'Alembert,  que  la  fonction  peut  être  complètement 
arbitraire  entre  les  limites  — /  et  4- /,  et  remarque  (*)  que  la 
solution  de  Bernoulli  (qu'il  avait  déjà  prouvé  n'être  qu'une  solution 
particulière)  serait  générale  dans  le  cas,  et  seulement  dans  le  cas. 


(')  Loc.  cit.,  p.  i57,  art.  XIII. 
(')  Année  lySS,  p.  196. 
(')  Loc.  cit.,  p.  214. 
(*)  Loc.  cit.,  art.  III-X. 
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où  la  série 


«1 

^  7" 

sin  —T^  -+-  «2 

ixt: 

-bo-h  b, 

2 

COS  ~  -h  b2 

ixr. 

COS— T— 

pourrait  représenter,  pour  l'abscisse  x,  l'ordonnée  d'une  courbe 
entièrement  arbitraire  entre  o  et  /.  Or  personne,  à  cette  époque, 
n'avait  mis  en  doute  cjue  toutes  les  transformations  cjuc  l'on  pou- 
vait faire  subir  à  une  expression  analytique,  qu'elle  fût  finie  ou 
infinie,  ne  fussent  légitimes  pour  toutes  les  valeurs  des  quantités 
indéterminées,  ou  du  moins  cjue,  si  elles  devenaient  inapplicables, 
ce  ne  fût  seulement  que  dans  des  cas  tout  à  fait  spéciaux.  11  sem- 
blait donc  impossible  de  représenter  une  courbe  algébrique,  ou 
généralement  une  courbe  analytique  donnée  non  périodique  par 
l'expression  périodique  ci-dessus,  et  Euler  croyait,  en  conséquence, 
devoir  décider  la  question  contre  Bernoulli. 

Cependant  le  débat  entre  Euler  et  d'Alembert  n'était  pas  encore 
terminé.  Cela  engagea  un  jeune  géomètre,  encore  peu  connu  alors, 
Lagrange,  à  tenter  la  résolution  du  problème  par  une  voie  toute 
nouvelle,  par  laquelle  il  arriva  aux  résultats  d'Euler.  Il  entreprit  (*) 
de  déterminer  les  vibrations  d'un  fil  sans  masse,  chargé  d'un  nombre 
indétci-miné  et  fini  de  masses  égales  et  équidistantes,  et  il  recber- 
clia  ensuite  comment  varient  ces  vibrations  lorsque  le  nombre  des 
masses  croit  à  l'infini.  Mais,  quelque  habileté,  quelque  richesse 
d'artifices  analytiques  qu'il  eût  déployée  dans  la  première  partie  de 
cette  étude,  le  passage  du  fini  à  l'infini  laissait  encore  beaucoup  à 
désirer 5  si  bien  que  d'Alembert,  dans  un  écrit  qu'il  plaça  en  tète  de 
ses  Opuscules  niathématiques,  put  continuer  à  réclamer  pour  sa 
propre  solution  le  mérite  de  la  plus  grande  généralité.  Les  opinions 
des  grands  géomètres  de  celte  époque  continuèrent  donc  à  rester 
divisées  sur  ce  sujet-,  car,  dans  leurs  travaux  ultérieurs,  chacun 
conserva,  au  fond,  son  point  de  vue. 

Pour  résumer,  finalement ,  les  manières  de  voir  qu'ils  ont  déve- 
loppées à  l'occasion  de  ce  problème  touchant  les  fonctions  arbi- 
traires et  la  possibilité  de  les  représenter  par  une  série  trigono- 
métrique,  Euler   avait,  le  premier,   introduit  ces   fonctions  dans 

(')  Miscellanea  Taurincnsla,  1. 1.  Recherches  sur  la  nature  et  la  propagation  du  son. 
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l'Analyse,  et,  s'appiiyant  sur  l'intuition  géométrique,  leur  avait 
appliqué  le  Calcul  infinitésimal.  Lagrange  (')  tint  pour  exacts  les 
résultats  d'Euler  (sa  construction  géométrique  de  la  courbe  des 
vibrations)^  mais  il  ne  trouva  pas  satisfaisant  le  procédé  géomé- 
trique d'Euler  pour  traiter  ces  fonctions.  D'Alembert  (^),  au  con- 
traire, admettait  la  manière  dont  Euler  envisageait  le  Calcul  diffé- 
rentiel, et  se  bornait  à  contester  la  justesse  de  ses  résultats,  parce 
que,  dans  le  cas  des  fonctions  entièrement  arbitraires,  on  ne  pou- 
vait pas  savoir  si  leurs  quotients  dilïérentiels  étaient  continus.  Pour 
ce  qui  est  de  la  solution  de  Bernoulli ,  ils  s'accordaient  tous  les 
trois  à  ne  pas  la  considérer  comme  générale;  mais,  tandis  que 
d'Alembert  (*),  pour  pouvoir  déclarer  la  solution  de  Bernoulli 
moins  générale  que  la  sienne,  était  forcé  de  soutenir  qu'une  fonc- 
tion analytique  donnée,  même  périodique,  ne  peut  pas  toujours 
être  représentée  par  une  série  trigonométrique,  Lagrange  (*)  croyait 
pouvoir  démontrer  cette  possibilité. 

§2. 

Près  de  cinquante  années  s'étaient  écoulées  sans  que  la  question 
de  la  possibilité  de  la  représentation  analytique  des  fonctions  arbi- 
traires fit  aucun  progrès  essentiel,  quand  une  remarque  de  Fourier 
vint  jeter  un  nouveau  jour  sur  cet  objet.  Une  nouvelle  ère  s'ouvrit 
pour  le  développement  de  cette  partie  des  Mathématiques,  et  s'an- 
nonça bientôt  d'une  manière  éclatante  par  de  grandioses  développe- 
ments de  la  Physique  mathématique.  Fourier  remarqua  que,  dans 
la  série  trigonométrique 


«,  sin  ^  -f-  «2  sins^r  -4-. 
-+-  ~  bo+  b,  COS.T  -4-  biCOST-x  -\- . 


les  coefficients  se  déterminent  par  les  formules 

««=  -    I      f{x)s\nnxclx,     b„=  -    /      f[x)cosnxdx. 
Il  vit  que  cette  détermination  reste  encore  applicable  lorsque  la 

(')  Miscellanea  Taurinensia,  t.  II,  Pars  malh.,  p.  i8. 

(')  Opuscules  mathématiques,  X,  I,   1761,  p.  16,  art.  VII-XX. 

(')  Opuscules  mathématiques,  t.  I,  p.  !^n,  art.  XXIV. 

(*)  Misec'llauea  Taurinensia,  t.  III,  Pars  math.,  p.  221,  art.  XXV. 
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fonction  y (x)  est  donnée  tout  à  fait  arbitrairement-,  il  substitua 
d'aboixl  pour  f[x)  une  fonction  de  celles  qu'on  nomme  discon- 
tinues (l'ordonnée  d'une  ligne  présentant  un  point  de  rupture  pour 
certaines  valeurs  de  l'abscisse  x),  et  il  obtint  ainsi  vuie  série  qui, 
eifectivement ,  donnait  toujours  la  valeur  de  la  fonction. 

Quand  Fourier,  dans  un  de  ses  premiers  travaux  sur  la  clialeur, 
présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  î>i  décembre  1807  (*),  énonça 
pour  la  première  fois  cette  proposition,  qu'une  fonction  donnée 
(graphiquement)  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire  pouvait  s'ex- 
primer par  une  série  trigonométrique,  cette  assertion  parut  à  La- 
grange  si  inattendue,  que  l'illustre  vieillard  la  contesta  de  la  ma- 
nière la  plus  formelle.  11  doit  exister  encore  (^)  sur  ce  débat  une 
pièce  écrite  dans  les  Arcliives  de  l'Académie  de  Paris.  INIalgré  cela, 
Poisson,  partout  où  il  se  sert  des  séries  trigononié triques  pour 
représenter  des  fonctions  arbitraires,  renvoie  (')  à  un  passage  des 
travaux  de  Lagrange  sur  les  cordes  vibrantes,  où  cette  représen- 
tation doit  se  trouver.  Pour  réfuter  cette  allégation,  qu'on  ne  peut 
expliquer  qu'en  se  rappelant  la  rivalité  cjui  existait  entre  Fourier  et 
Poisson  (*),  nous  sommes  forcés  de  revenir  encore  une  fois  au  Mé- 
moire de  Lagrange  -,  car  les  Recueils  publiés  par  l'Académie  ne  con- 
tiennent rien  sur  cet  objet. 

On  trouve  effectivement,  à  l'endroit  cité  par  Poisson  (^),  la 
formule 

j  =:  if  Y  sinX-^X  X  sin^-  +  s/YsinsX-f/X  X  sin  ixt. 

H-  ^J'VsinSX-^/Xx  sin3^7r+...H-2/YsinnXTrc/Xxsin«^7:, 

«  de  sorte  que,  lorsque  j:  =  X,  on  aura  y  =  Y,  Y  étant  l'ordonnée 
qui  répond  à  l'abscisse  X.  » 

Cette  formule  a  bien  le  même  aspect  que  la  série  de  Fourier,  et 
peut,  au  premier  coup  d'oeil,  être  confondue  avec  elle;  mais  cette 
apparence  provient  simplement  de  ce  que  Lagrange  a  employé  le 
signe  fd\  là  où  nous   emploierions   aujourd'hui  le  signe  SAX. 

(')  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  t.  I,  p.  Ii2. 

(')  D'après  une  Communication  verbale  du  professeur  Dirichlet. 

(')  Notamment  dans  son  Ouvrage  le  plus  répandu,  son  Traité  de  Mécanique,  n"  3:j3, 
t.  I,  p.  G38. 

(*)  Le  Compte  rendu  dans  le  Bulletin  des  Sciences  sur  le  ^lémoire  présenté  par  Fou- 
rier à  l'Académie  est  de  Poisson. 

(')  Miscellanea  Taurinensia,  t.  III,  Pars  math.,  p.  261. 
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Elle  donne  la  solution  de  ce  problème  :  Déterminer  la  série  finie  de 

sinus 

«I  sin^T:  4-  «2  sina^TT  +  .  .  .  +  anSinnxv:, 

de  façon  que,  pour  les  valeurs ? »  ■  •  ■  •>  ■ de  a-,  crue 

Lagrange  désigne  d'une  façon  indéterminée  par  X,  elle  prenne  des 
valeurs  données.  Si  Lagrange  avait  fait  n  infini  dans  cette  formule, 
il  serait  bien  parvenu  au  résultat  de  Fourier;  mais  lorsqu'on  lit 
complètement  son  Mémoire,  on  voit  qu'il  est  fort  éloigné  de  croire 
qu'uue  fonction  tout  à  fait  arbitraire  puisse  réellement  être  repré- 
sentée par  une  série  infinie  de  sinus.  Il  avait,  au  contraire,  entre- 
pris tout  son  travail ,  parce  qu'il  croyait  que  ces  fonctions  arbi- 
traires ne  sont  pas  exprimables  par  une  formule,  et,  cjuant  à  la 
série  trigonométrique,  il  pensait  qu'elle  peut  représenter  toute  fonc- 
tion périodique  donnée  analytiquement.  Aujourd'liui ,  il  est  vrai, 
nous  avons  peine  à  concevoir  cjue  Lagrange  ne  dût  pas  arriver  de 
sa  formule  de  sommation  à  la  série  de  Fourier-,  mais  cela  s'ex- 
plique par  cette  circonstance,  que  le  débat  entre  Euler  et  d'Alem- 
bert  avait  fait  naître  dans  son  esprit  une  opinion  arrêtée  sur  la  voie 
qu'il  fallait  suivre.  Il  croyait  que  l'on  devait  commencer  par  ré- 
soudre complètement  le  problème  des  vibrations  pour  un  nombre 
fini  indéterminé  de  masses,  avant  d'employer  les  considérations  de 
limites.  Ces  considérations  exigent  une  étude  assez  étendue  (^j,  qui 
eût  été  inutile  s'il  avait  connu  la  série  de  Fourier. 

C'est  Fourier  qui  a,  le  premier,  compris  d'une  manière  exacte 
et  complète  la  nature  des  séries  trigonométriqucs  (^).  Celles-ci  ont 
été,  depuis,  employées  de  diverses  manières  en  Physique  mathéma- 
tique pour  la  représentation  des  (onctions  arbitraires,  et,  dans 
chaque  cas  particulier,  on  s'est  aisément  convaincu  que  la  série  de 
Fourier  convergeait  eifeclivement  vers  la  valeur  de  la  fonction; 
mais  on  est  resté  longtemps  avant  de  pouvoir  démontrer  généra- 
lement cet  important  théorème. 

La  démonstration  donnée  par  Cauchy  dans  un  Mémoire  lu,  le 
27  février  1826,  à  l'Académie  de  Paris  ('),  est  insuffisante,  comme 

(')  M'isccUaiiea  Taiirinensia,  t.  III,  Pars  math.,  p.  25i. 

(')  BuUelin  des  Sciences,  t.  I,  p.  ii5.  «   Les  coefficients  a,  a',  a",.  ..  étant  ainsi  dé- 
terminés, etc.  » 

(')  Mémoires  de  l'Jcadémie  des  Sciences,  t.  VI,  p.  6o3. 
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Dirichlet  l'a  fait  voir  (*).  Caucliy  suppose  que,  si,  dans  une  fonc- 
tion périodique  y  (x),  donnée  arbitrairement,  on  remplace  x  par 
un  argument  complexe  x  -\-  ji-,  cette  fonction  est  finie  pour  toute 
valeur  de  j  5  mais  cela  n'a  lieu  que  pour  le  seul  cas  où  la  fonction 
est  égale  à  une  grandeur  constante.  Il  est  cependant  facile  de  voir 
que  cette  supposition  n'est  pas  nécessaire  pour  la  suite  des  conclu- 
sions. Il  suffit  que  l'on  ait  une  fonction  ç  (x  -{-  7  z),  qui  soit  finie 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  r,  et  dont  la  partie  réelle 
devienne  égale,  pour  }  =  o.  à  la  fonction  périodique  donnée /'(a:'). 
Si  l'on  admet  préalablement  cette  proposition,  qui  est  en  effet 
vraie  (^),  la  voie  proposée  par  Cauchy  conduit  alors  au  bal,  comme, 
réciproquement,  cette  proposition  peut  se  déduire  du  théorème  de 
Fourier. 

§3. 

En  janvier  1829  parut  dans  le  Journal  de  Crelle  (')  un  Mé- 
moire de  Dirichlet,  où  la  possibilité  de  la  représentation  par  les 
séries  trigonométriques  se  trouvait  établie  en  toute  rigueur  pour 
les  fonctions  qui  sont  en  général  susceptibles  d'intégration,  et  qui 
ne  présentent  pas  une  infinité  de  maxima  et  de  minima. 

Il  arriva  à  la  découverte  du  chemin  à  suivre  pour  obtenir  la  so- 
lution de  ce  problème,  par  la  considération  que  les  séries  infinies  se 
partagent  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  restent  ou  non  conver- 
gentes, lorsqvi'on  rend  tous  leurs  termes  positifs.  Dans  les  pre- 
mières, les  tei-mes  peuvent  être  intervertis  d'une  manière  quel- 
conque 5  dans  les  autres,  au  contraire,  la  valeur  dépend  de  l'ordre 
des  termes.  Si  l'on  désigne,  en  effet,  dans  une  série  de  la  seconde 
classe,  les  termes  positifs  successifs  par 

et  les  termes  négatifs  par 

t>i  j  O2 ,     —  O3 , .  .  .  , 

il  est  clair  que  E«,  ainsi  que  2Z>,  doit  être  infinie^  car  si  ces 
deux  sommes  étaient  finies  l'une  et  l'autre,  la  série  serait  encore 
convergente  lorsqu'on  donnerait  à  tous  les  termes  le  même  signe  5 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  4,  p.  15;  et  i58. 

(-)  La  démonstration  se  trouve  dans  la  Dissertation  inaugurale  de  l'auteur. 

(^)T.  4,  p.  157. 
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si  une  scvile  était  infinie,  la  série  serait  divergente.  Il  est  clair  main- 
tenant que  la  série,  en  plaçant  les  termes  dans  un  ordre  conve- 
nable, pourra  prendre  une  valeur  donnée  quelconque  C^  car,  si 
l'on  prend  alternativement  des  termes  positifs  de  la  série  jusqu'à  ce 
que  sa  valeur  soit  plus  grande  que  C ,  puis  des  termes  négatifs  jus- 
qu'à ce  que  sa  valeur  soit  moindre  que  C ,  la  différence  entre  cette 
valeur  et  C  ne  surpassera  jamais  la  valeur  du  terme  qui  précède  le 
dernier  changement  de  signe.  Or  les  quantités  «,  aussi  bien  que 
les  quantités  è,  finissant  toujours  par  devenir  infiniment  petites 
pour  des  valeurs  croissantes  de  l'indice,  les  écarts  entre  la  somme 
de  la  série  et  C  deviendront  encore  infiniment  petits,  lorsqu'on  pro- 
longera assez  loin  la  série,  c'est-à-dire  que  la  série  converge  vers  G. 

C'est  aux  seules  séries  de  la  première  classe  que  l'on  peut  appli- 
quer les  lois  des  sommes  finies  ;  elles  seules  peuvent  être  consi- 
dérées comme  l'ensemble  de  leurs  termes;  celles  de  la  seconde 
classe  ne  le  peuvent  pas  :  circonstance  qui  avait  échappé  aux  ma- 
thématiciens du  siècle  dernier,  principalement  par  la  raison  que 
les  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une 
variable  appartiennent ,  généralement  parlant  (  c'est-à-dire  à  l'ex- 
ception de  certaines  valeurs  particulières  de  cette  variable),  à  la 
première  classe. 

La  série  de  Fourier,  évidemment,  n'appartient  pas  nécessaire- 
ment à  la  première  classe;  on  ne  pouvait  donc  point,  comme  Cau- 
chy  avait  vainement  tenté  de  le  faire  (*),  déduire  sa  convergence 
de  la  loi  suivant  laquelle  les  termes  décroissent.  Il  fallait  montrer, 
au  contraire,  que  la  série  finie 

-    1     f  [ce]  sln ceci xslnx -\- -    l     /(a:)  sin2ac?asin2^ -}-.  .  . 

-i —   /     f  {x)sin  II  xclxsinnx 

"*"  ~  /      f[^-]^^y-^  -   /      f[y.)cosado(.cosx 

'^  Z         /(a)cos2af/acos2^-f-...+ -  /     f{x)cosnx(Ixcoiinx, 

(')  Diiichlet,  Journal  de  Crelle,  t.  4,  p.  1 58  :  «  Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  pre- 
mière observation,. .  .  à  mesure  que  «  croît.  » 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  l'intégrale 

.     2  n  -4-  I 
sin (x  —  a) 

/(a) ily. 

sin 

1 

s'approche  indéfiniment  de  la  valeur  f{x) ,   pour  n  croissant  à 

l'infini. 

Dirichlet  fonde  cette  démonstration  sur  les  deux  propositions 

suivantes  : 

oc-       ^    -■^     1"    f'      1      C'    ir.\  sin(2«  +  i)j3   j^ 
1°  Si  o<c<  -,   Imtegrale  J     ©d^)  ^.^  „  ^,5 ,  pour  n 

croissant  indéfiniment,  tend  vers  la  valeur  -  ©  (0)5 

ne-       ^7    ^     -■^    1"      '       1     r^    ,^,  sin  (2/1 -f- 1)  S   ,0 
2°  Si  o  <  Z»  <  c  <  - ,  1  intégrale  ^    cp  (p  ) ^.^^  ^  r/;3 ,  pour  n 

croissant  indéfiniment,  tend  vers  la  valeur, zéro 5 
la  fonction  «^((3)  étant  supposée  toujours  décroissante  ou  toujours 
croissante  entre  les  limites  de  ces  intégrales. 

A  l'aide  de  ces  deux  propositions,  on  peut  évidemment,  si  la 
fonction  ne  passe  pas  un  nombre  infini  de  fois  d'une  marche  crois- 
sante à  une  marche  décroissante  et  vice  versa,  décomposer  l'inté- 
grale 


en  un  nombre j^/zi  de  termes,  dont  l'un  converge  vers  \f{pc  -\-o)  (  * ) , 
un  autre  versy(:r  —  o),  et  tous  les  autres  vers  o,  lorsque  n  croit 
à  l'infini. 

De  là  résulte  que  l'on  peut  représenter  par  une  série  trigono- 
métrique  toute  fonction  se  reproduisant  périodiquement  après  l'in- 
tervalle 2  7T,  et 

(')  On  démontre  sans  difficulté  que  la  valeur  d'une  fonction  /,  qui  n'a  pas  un 
nombre  infini  de  masima  et  de  minima,  l'argument  tendant  vers  x,  soit  par  des  va- 
leurs décroissantes,  soit  par  des  valeurs  croissantes,  doit  toujours  ou  converger  vers 
les  valeurs  finies  f{x  -f-  o)  et  f^x  —  0)  (d'après  la  notation  de  Dirichlet,  Dove's  Re- 
pertorium  der  Phjsik,  t.  I,  p.  170),  ou  devenir  infiniment  grande. 
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ï"  Qui  est  généralement  susceptible  d'intégration-, 

2°  Qui  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima; 

3°  Qui,  dans  le  cas  où  sa  valeur  varie  brusquement,  prend  la 
valeur  moyenne  entre  les  valeurs  limites  prises  de  part  et  d'autre 
de  la  discontinuité. 

Une  fonction  qui  jouit  des  deux  premières  propriétés ,  et  non  de 
la  troisième,  ne  peut  évidemment  pas  être  représentée  par  une 
série  trigonométrique  :  car  la  série  trigonométrique  qui  la  représen- 
terait en  dehors  des  discontinuités  en  différerait  aux  points  mômes 
de  discontinuité  5  mais  une  fonction  ne  remplissant  pas  les  deux 
premières  conditions  peut-elle ,  et  dans  quel  cas  peut-elle  être 
représentée  par  vine  série  trigonométrique?  C'est  le  point  que  les 
recherches  de  Dirichlet  laissent  indécis. 

Ce  travail  de  Dirichlet  a  donné  une  base  solide  à  un  grand 
nombre  de  recherches  analytiques  importantes.  En  mettant  en 
pleine  lumière  un  point  sur  lequel  Euler  s'était  trompé,  il  a  réussi 
à  éclaircir  une  question  qui  avait  occupé,  depuis  plus  de  soixante- 
dix  ans  (depuis  l'année  lySS),  tant  d'éminents  géomètres.  En  eifet, 
pour  tous  les  cas  de  la  nature,  les  seuls  dont  il  s'agit  ici ,  la  cjues- 
tion  était  complètement  résolue;  car,  si  peu  que  nous  sachions 
comment  les  forces  et  les  états  de  la  matière  varient  avec  le  lieu  et 
avec  le  temps  dans  les  infiniment  petits,  nous  pouvons  cependant 
admettre  en  toute  sécurité  que  les  fonctions  auxquelles  ne  s'appli- 
queraient pas  les  recherches  de  Dirichlet  ne  se  rencontrent  pas 
dans  la  nature. 

Toutefois,  ces  cas  non  élucidés  par  Dirichlet  semblent,  pour  une 
double  raison,  mériter  l'attention. 

En  premier  lieu,  comme  Dirichlet  lui-même  le  remarque  à  la  fin 
de  son  Mémoire,  cet  objet  est  intimement  lié  avec  les  principes  du 
Calcul  infinitésimal,  et  peut  servir  à  porter  dans  ces  principes  une 
plus  grande  clarté  et  une  plus  grande  précision.  Sous  ce  rapport, 
l'étude  de  cette  question  offre  un  intérêt  immédiat. 

Mais,  en  second  lieu,  l'application  des  séries  de  Fouricr  n'est 
pas  restreinte  aux  seules  recherches  physiqu.es  ;  on  l'emploie  aussi 
maintenant  avec  succès  dans  une  branche  des  Mathématiques  pures, 
la  Théorie  des  nombres,  et  ici  ce  sont  précisément  les  fonctions 
dont  Dirichlet  n'a  pas  étudié  la  représentation  eu  série  trigonomé- 
trique qui  semblent  être  les  plus  importantes. 
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A  la  fin  de  son  Mémoire,  Diriclilet  promet  bien  de  revenir  plus 
lard  sur  ces  cas^  mais  sa  promesse  est  restée  jusqu'ici  sans  ellet. 
Les  travaux  de  Dirksen  et  de  Bessel  sur  les  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  ne  fournissent  pas  ce  complément^  ils  sont,  au  contraire, 
inférieurs  à  celui  de  Diriclilet  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la 
généralité.  Le  Mémoire  de  Dirksen,  publié  presque  en  même  temps 
que  celui  de  Diriclilet  (*),  dont  évidemment  Dirksen  n'avait  pu 
prendre  connaissance,  suit  en  général  une  bonne  marche^  mais  il 
contient  quelques  inexactitudes  de  détail.  Sans  parler,  en  cflet,  de 
ce  que,  dans  un  cas  spécial  (^),  il  trouve  pour  la  somme  de  la  série 
un  résultat  faux,  il  s'appuie,  dans  une  étude  accessoire,  sur  un  dé- 
veloppement en  série  ('),  qui  n'est  possible  que  dans  des  cas  parti- 
culiers, de  sorte  que  sa  démonstration  n'est  complète  que  pour  les 
fonctions  dont  la  première  dérivée  est  toujours  finie.  Bessel  (*) 
cherche  à  simplifier  la  démonstration  de  Diriclilet^  mais  les  modifi- 
cations apportées  dans  cette  démonstration  ne  donnent  aucune  sim- 
plification essentielle  dans  les  conclusions,  et  servent  tout  au  plus  à 
les  revêtir  d'une  forme  plus  habituelle,  ce  dont  la  rigueur  et  la  gé- 
néralité ont  notablement  à  soullrir. 

La  question  de  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  par  une 
série  trigonométrique  n'est  donc  résolue,  jusqu'ici ,  que  dans  ces 
deux  hypothèses,  que  la  fonction  soit  généralement  susceptible 
d'intégration,  et  n'ait  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  mi- 
nima.  Si  cette  dernière  hypothèse  n'est  pas  admise,  les  deux  théo- 
rèmes d'intégration  de  Diriclilet  ne  suffisent  plus  pour  décider  la 
question  5  mais  si  la  première  hypothèse  est  rejetéc,  la  règle  de 
Fourier  pour  la  détermination  des  coefficients  n'est  déjà  plus  appli- 
cable. La  voie  que  nous  allons  suivre  pour  étudier  cette  question, 
sans  faire  de  suppositions  particulières  sur  la  nature  de  la  fonction, 
dépend  de  là,  comme  on  le  verra-,  une  voie  aussi  directe  que  celle 
de  Dirichlet  n'est  pas  possible,  par  la  nature  même  du  problème. 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  4,  p.  176. 

(-)  Loc.  cit.,  formule  (22). 

(')  Loc.  cit.,  art.  3. 

(*)  Schumacher,  Astronomische  Nachrichten,  n"  874  (t.  16,  p.  229). 


lluU.  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  V.  (Juillet  1873.) 
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Sw  la  notion  de  l'intégrale  définie,   et  sur  l'étendue 
dans  laquelle  elle  est  applicable. 

§4. 

L'incertitude  qui  règne  encore  sur  quelques  points  fondamentaux 
de  la  théorie  des  intégrales  définies  nous  oblige  à  placer  ici  quel- 
ques remarques  sur  la  notion  de  l'intégrale  définie,  et  sur  la  géné- 
ralité dont  elle  est  susceptible. 

Et  d'abord  que  doit-on  entendre  par    /     f{x)  dx? 

J  a 

Pour  répondre  à  cette  question,  prenons  entre  aelb  une  série  de 
valeurs  a:i,  ^Tj,..  .,  a:„_i,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  depuis  a 
jusqu'à  /-»,  et  désignons  pour  abréger  Xj  —  a  par  ^^^x^ — x^  par 
^^  .,^  /, — x^__^  par^„-,  soient,  en  outre,  e.-  des  nombres  positifs 
plus  petits  que  l'unité.  Il  est  clair  que  la  valeur  de  la  somme 

S  =  ô,/(a  +  £>o,)  +  Ô2/(^,  H-  £202)  + 03/(^2 -f-  £303)  +. . . 
4-  ànf{Xn-x-r-  £„ô„) 

dépendra  du  clioix  des  intervalles  ^  et  des  fractions  e.  Si  elle  a  la 
propriété,  de  cjuelque  manière  que  les  ^  et  les  e  puissent  être  choi- 
sis, de  s'approcher  indéfiniment  d'une  limite  fixe  A,  quand  les  ^ 
tendent  tous  vers  zéro,  cette  limite  s'appelle  la  valeur  de  l'intégrale 

r.b 

définie    I    f[x)dx. 

J  a 

Si  la  somme  S  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  notation    /    f{x)  dx 

J  a 

ne  peut  avoir  aucune  signification.  On  a  cependant  cherché  dans 
plusieurs  cas  à  conserver  à  ce  signe  une  définition  précise,  et  parmi 
les  généralisations  de  la  notion  d'intégrale  définie  il  en  est  une  qui 
a  reçu  l'assentiment  de  tous  les  géomètres.  Si  la  fonction /"(x)  de- 
vient infinie  quand  son  argument  x  s'approche  d'une  valeur  parti- 
culière c,  comprise  dans  l'intervalle  («,  ^),  alors  évidemment  la 
somme  S,  quel  que  soit  le  degré  de  petitesse  attribué  aux  ^,  peut 
prendre  une  valeur  quelconque  :  elle  n'a  donc  aucune  limite  et  le 

j    f[x)dx  n'aurait  d'après  ce  qui  précède  aucune  significa- 

J  a 


smiie 
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tioii  5  mais,  si  l'expression 


f{x)dx+    /         f[x)d. 


s'approche,  lorsque  «i  et  «j  deviennent  infiniment  petits,  d'une 
limite  fixe,  c'est  cette  limite  que  l'on  désigne  par    i    f{x)  dx. 

*J  a 

D'autres  extensions,  dues  à  Caucliy,  de  la  définition  de  l'intégrale 
définie  dans  le  cas  où  cette  définition  ne  découle  pas  des  notions 
fondamentales  qui  précèdent,  peuvent  être  commodes  pour  certaines 
classes  de  recherches,  mais  elles  ne  sont  pas  généralement  admises, 
et  l'arbitraire  qui  préside  aux  définitions  de  Cauchy  suffirait  seul  à 
les  empêcher  d'être  universellement  acceptées. 

§5. 

RecherchoTîs  maintenant  l'étendue  et  les  limites  de  la  définition 
précédente,  et  posons-nous  cette  question  :  dans  quels  cas  une 
fonction  est-elle  susceptible  d'intégration .f*  dans  quels  cas  ne  l'est- 
elle  pas  ? 

Considérons  d'abord  la  définition  de  l'intégrale  dans  son  sens  le 
plus  étroit,  c'est-à-dire,  supposons  que  la  fonction  ne  devienne  pas 
infinie,  et  que  la  somme  S  converge,  quand  tous  les  ^  tendent  vers 
zéro.  Désignons  la  plus  grande  oscillation  de  la  fonction  entre  a 
et  Xi,  c'est-à-dire  la  difierence  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite 
valeur  dans  cet  intervalle  par  Dj  ;  de  même  les  plus  grandes  oscilla- 
tions entre  Xi  et  x^_  par  Da,.  .  .,  entre  :r„_i  et  h  par  D„  j  alors  la 
somme 

ô,D,-l-02D2-i-. .  .-h  ô„D„ 

doit  devenir  infiniment  petite  avec  les  quantités  (î.  Supposons  que 
la  plus  grande  valeur  que  cette  somme  puisse  prendre,  quand  tous 
les  ^  sont  plus  petits  que  d',  soit  A  ^  A  sera  alors  une  fonction  de  <f , 
diminuant  et  devenant  infiniment  petite  avec  d.  Maintenant,  si  la 
somme  totale  des  intervalles  pour  lesquels  les  oscillations  sont  plus 
grandes  qu'une  quantité  a  est  5,  la  contribution  de  ces  intervalles  à 
la  somme 

ô,D.H-Ô2D2  +  .  .  .-t-ô„D„ 

3. 
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sera  évidemment  égale  ou  supérieure  à  as.  On  aura  donc 

o-5^5,D,  +  . . .  +  o„D„<A,     d'où    5<  — • 

-  peut  d'ailleurs,  si  a  est  fixe  et  donné,  être  rendu  infiniment  petit 

par  un  clioix  convenable  de  d-^  il  en  sera  donc  de  môme  de  s,  et  l'on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  ; 

Pour  que  la  somme  S  con^ej-ge,  quajid  tous  les  §  deviennent 
infiniment  petits,  il  faut  non-seulement  que  la  fonction  demeure 
finie,  mais  encore  que  la  somme  totale  des  intervalles  pour  les- 
quels les  oscillations  sont  plus  grandes  que  a,  quel  que  soit  «r, 
puisse  être  rendue  infiniment  petite  par  un  choix  convenable  de  d. 
Cette  proposition  admet  une  réciproque  : 

Si  la  fonction  f[x)  est  toujours  finie,  et  si,  par  le  décroisse- 
ment  indéfini  de  toutes  les  quantités  5,  la  grandeur  totale  s  des 
intervalles  dans  lesquels  les  oscillations  de  la  fonction  sont  plus 
grandes  qu  une  quantité  domiée  a  peut  toujours  être  rendue  infi- 
niment petite,  la  somme  S  converge  quand  tous  les  d  tendent  vers 
zéro. 

Car  ces  intervalles,  dans  lesquels  les  oscillations  sont  plus 
grandes  que  a,  apportent  à  la  somme  cîiDi4- cîaD, +  .  .  .  + o„D„ 
une  contribution  plus  petite  que  s  multiplié  par  la  plus  grande  os- 
cillation de  la  fonction  entre  a  et  ^,  oscillation  qui  est  finie  par  liy- 
potbèse  :  les  autres  intervalles  donnent  dans  la  somme  une  partie 
plus  petite  que  a  {h  —  «) -,  on  pevit  prendre  évidemment  a  aussi 
petit  qu'on  le  veut,  et  alors,  par  hypotbèse,  on  peut  déterminer  la 
grandeur  des  intervalles,  de  telle  manière  que  s  soit  aussi  petit 
qu'on  le  veut.  On  peut  donc  rendre  ^iDiH-  ^jDa-  .  .-h(5„D„  aussi 
petit  qu'on  le  veut,  et,  par  suite,  renfermer  la  somme  S  entre  des 
limites  aussi  rapprocliées  qu'on  le  voudra. 

JNous  avons  donc  trouvé  les  conditions  qui  sont  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  la  somme  S  converge,  quand  les  intervalles  ^ 
tendent  vers  zéro,  et  par  suite,  pour  qu'il  puisse  être  question,  dans 
le  sens  restreint,  de  l'intégrale  de  la  fonction  y  (x)  entre  les  li- 
mites a  et  b. 

Si  l'on  étend,  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut,  la  notion 
d'intégrale  aux  cas  où  la  fonction  devient  infinie,  pour  que  l'inté- 
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gratîon  soit  possible,  il  faudra  encore  que  la  seconde  des  condi- 
tions trouvées  ci-dessus  soit  satisfaite-,  mais,  à  la  place  de  la  pre- 
mière, à  savoir  que  la  fonction  demeure  toujours  finie,  il  faudra 
faire  intervenir  la  suivante  :  que  la  fonction  ne  devienne  infinie 
que  lorsque  son  argument  s'approche  de  certaines  valeurs  particu- 
lières, et  que  l'on  obtienne  une  valeur  limite  parfaitement  déter- 
minée, quand  les  limites  des  intégrations  s'approchent  indéfiniment 
de  ces  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  devient  infinie. 

§6. 

Après  avoir  trouvé  les  conditions  pour  la  possibilité  d'une  inté- 
grale définie  d'une  manière  générale,  c'est-à-dire  sans  hvpothèse 
particulière  sur  la  nature  de  la  fonction  à  intégrer,  nous  devons 
en  partie  appliquer,  en  partie  poursuivre  cette  recherche  en  parti- 
culier pour  les  fonctions  qui,  entre  deux  limites  aussi  rapprochées 
qu'on  le  veut,  deviennent  discontinues  un  nombre  infini  de  fois. 

Comme  ces  fonctions  n'ont  pas  encore  été  considérées,  il  sera  bon 
de  partir  d'un  exemple  particulier.  Désignons,  pour  abréger,  par 
(x)  l'excès  de  x  sur  le  nombre  entier  le  plus  voisin,  ou  zéro  si  x 
est  à  égale  distance  des  deux  nombres  entiers  les  plus  voisins. 
Soient  d'ailleurs  n  un  entier  et  p  un  entier  impair,  et  formons  la 
série 

f(^\       [x]  ^{-i-x)       {?,x)  \{nx) 

•^     '       I         4  9  ^  ti' 

Cette  série  converge,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x-^  sa  valeur,  toutes  les  fois  que  l'argument  tend 
d'une  manière  continue  vers  une  valeur  x^  soit  par  des  valeurs 
décroissantes,  soit  par  des  valeurs  croissantes,  tend  vers  une  limite 

fixe,  et  l'on  a,  si  x  =  —  (/?  et  71  étant  premiers  entre  eux), 

f{x  -h  o)  =  f{x) ^  (  H---h^  H-.  .  .    )  =fiXj ^^> 

{{x  —  o)z=--/(^)-4--i-  (  n-l  +  -i--i-.  .  .    )  =f{x)  H-  -^• 
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Pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  —  ?  on  a 

f{x  +  o)=.f[x),    f{x  —  o)=f{x). 

Cette  fonction  est  donc  discontinue  pour  toute  valeur  rationelle  de 
a:  qui,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  a  un  dénominateur  pair  5 
elle  est  donc  discontinue  un  nombre  infini  de  fois  dans  un  inter- 
valle, si  petit  qu'il  soit,  mais  de  telle  manière  que  le  nombre  des 
variations  brusques  qui  sont  supérieures  à  une  grandeur  donnée 
est  toujours  fini.  Elle  est  pourtant  susceptible  d'intégration.  Cela 
résulte,  en  effet,  de  ce  que,  outre  qu'elle  est  une  valeur  finie,  cette 
fonction  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  :  que,  pour  chaque 
valeur  de  ar,  il  y  a  de  part  et  d'autre  une  valeur  V\xmlQ.f[x  -h  o)  et 
flx  —  o),  et  que  le  nombre  des  variations  brusques  qui  sont  plus 
grandes  qu'une  quantité  donnée  a  est  toujours  fini.  Alors,  si  nous 
appliquons  les  méthodes  des  articles  précédents,  nous  pourrons 
prendre  d  assez  petit  pour  que,  dans  chacun  des  intervalles  qui  ne 
renferment  pas  de  ces  variations  brusques,  les  oscillations  soient 
plus  petites  que  c,  et  que  la  grandeur  totale  des  intervalles  qui 
contiennent  ces  variations  brusques  soit  aussi  petite  qu'on  le 
voudra. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  fonctions  qui  n'ont  pas  un 
nombre  infini  de  maxima  et  de  niinima  (auxquelles  d'ailleurs 
n'appartient  pas  la  fonction  que  l'on  vient  de  considérer)  possè- 
dent toujours  ces  deux  propriétés  là  où  elles  ne  deviennent  pas 
infinies,  et,  par  suite,  qu'elles  sont  susceptibles  d'une  intégration, 
connue  il  est  facile  de  le  montrer  directement. 

Si  nous  passons  maintenant  à  l'examen  détaillé  du  cas  où  la 
fonction  à  intégrer  devient  infinie  pour  une  valeur  particulière  de 
x^  nous  pouvons  supposer  que  cela  ait  lieu  pour  x  =  o,  et  de  telle 
manière  que,  pour  x  positif  décroissant,  la  valeur  de  la  fonction 
dépasse  toute  grandeur  donnée. 

On  démontre  d'abord  facilement  que  xf[x)  ne  peut  pas,  quand 
X  décroît  à  partir  de  rt,  demeurer  constamment  supérieur  à  une 
quantité  finie  c  -,  car  on  aurait  alors 


/     f{x)dx:>c    i     ~, 

*'x  Jx       ** 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  Sg 

et  par  suite 

j   f{x)dx-:>  c  [\og  -^  -  log  ^  j  , 

quantité  qui  croit  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro  ;  donc,  si 
la  fonction  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima  dans 
le  voisinage  de  a:  =  o,  il  faut  nécessairement  que  xf[x]  devienne 
infiniment  petit  avec  x,  pour  que  la  fonction  y  (x)  soit  susceptible 
d'intégration.  Si,  d'autre  part, 

„,     ,           f{x)dx{\  —  a) 
f{x]x^  =-^    ^j^         . -' , 

pour  une  valeur  de  a  <^  i ,  est  infiniment  petit  avec  x,  il  est  clair 
que  l'intégrale  converge,  quand  sa  limite  inférieure  tend  vers  zéro. 
On  trouve  de  même  que,  dans  le  cas  de  la  convergence  de  l'inté- 
grale, les  fonctions 

fix)xloo,l=     •^^")^^"      - 


aloglog- 


f{x)xlog-\og]og-^ 


XX  I 

—  f/logloglog- 

X 

/>,     ,     .       1,1       I        ,         .  1  ,        1           f\x)dx 
/(a:)^l0g-l0gl0g-...l0g«-'-l0g"-=^ 


—  f/log"+-- 

X 

ne  peuvent,  lorsque  x  décroît  à  partir  d'une  limite  finie  jusqu'à 
zéro,  demeurer  plus  grandes  qu'une  quantité  finie,  et,  par  suite, 
que,  si  elles  n'ont  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima, 
elles  doivent  devenir  infiniment  petites  avec  x-^  qu'au  contraire 
l'intégrale  converge,  xjuand  sa  limite  inférieure  tend  vers  zéro, 
toutes  les  fois  que  l'expression 

f(x)dx{i  —  a) 

pour  a  «c^  I ,  devient  infiniment  petite  avec  x. 

Mais,  si  la  fonctiony(x)  a,  dans  le  voisinage  de  zéro,  un  nombre 
infini  de  maxima  et  de  minima,  on  ne  peut  rien  déterminer  sur  son 
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ordre  de  grandeur  dans  le  voisinage  de  zéro.  En  effet,  supposons 
que  les  valeurs  absolues  de  la  fonction  et,  par  conséquent,  son 
ordre  de  grandeur  soient  donnés.  On  pourra  toujours  disposer  des 

signes  de  telle  manière  que  l'intégrale    /  f[x)dx  converge,  quand 

sa  limite  inférieure  décroît.  On  peut  prendre  comme  exemple  d'une 
telle  fonction,  qui  devient  infinie,  et  de  telle  manière  que  son  ordre 

(l'ordre  de  -  étant  pris  pour  unité)  soit  infiniment  grand,  la  fonc- 
tion suivante  : 


d  [^cos(e^  j  J 


I     i    .       - 
cose^  H —  e^  sine^ 


dx  X 

Nous  nous  contenterons  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  cet  objet, 
qui  appartient  à  une  autre  branche  de  l'Analyse;  nous  allons  main- 
tenant aborder  le  problème  spécial  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé :  la  reclierclie  générale  des  conditions  sous  lesquelles  une 
fonction  peut  être  représentée  par  une  série  trigonométrique. 

Étude  sur  la  possibilité  de  représentei'  une  fonction  par  une  série 
trigonométrique,  sans  faire  aucune  supposition  sur  la  nature 
de  la  fonction. 

Les  travaux  que  nous  avons  signalés  sur  cette  question  avaient 
pour  but  de  démontrer  la  série  de  Fourier  pour  les  fonctions  que 
l'on  rencontre  en  Physique  mathématique  5  on  pouvait  donc  com- 
mencer la  démonstration  pour  des  fonctions  tout  à  fait  arbitraires, 
et  ensuite  soumettre  la  marche  de  la  fonction  à  des  restrictions 
quelconques,  nécessaires  pour  la  démonstration,  si  ces  restrictions 
n'allaient  pas  contre  le  but  que  l'on  s'était  proposé,  et  convenaient 
aux  fonctions  que  l'on  avait  en  vue.  Dans  notre  problème,  la  seule 
condition  que  nous  imposerons  aux  fonctions,  c'est  de  pouvoir  être 
représentées  par  une  série  trigonométrique;  nous  rechercherons 
donc  les  conditions  nécessaires  et  sullisantes  pour  un  tel  mode  de 
développement  des  fonctions.  Tandis  que  les  travaux  antérieurs 
établissaient  des  propositions  de  ce  genre  :  si  une  fonction  jouit  de 
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telle  et  telle  propriété,  elle  peut  être  développée  en  une  série  de 
Fourier,  nous  nous  proposons  la  question  inverse  :  si  une  fonction 
est  développable  en  une  série  de  Fourier,  que  résulte-t-il  de  là  sur 
la  marche  de  cette  fonction,  sur  la  variation  de  sa  valeur,  quand 
l'argument  varie  d'une  manière  continue  ? 
A  cet  ellet,  considérons  la  série 

«iSin^-h  OiS\n7.x  -+- . . . 

H — 60-4-  b^COSX-i'  biCOSIX-i-.  .  ., 
2 

ou,  si  pour  abréger  nous  posons 

-6u=Ao,  a,sin^-l- 6,cos^  =  A,,  a^s'in^x  +  b.cosix  =  Ai, .  .  .  , 
1 

la  série 

A„4-  A,-4-  AîH-.  .  ., 

que  nous  supposons  donnée.  Nous  désignerons  cette  série  par  û,  et 
sa  valeur  pary(x),  en  sorte  que  cette  fonction  est  déterminée  seu- 
lement pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  série  convergente. 

11  est  nécessaire,  pour  la  convergence  de  la  série,  que  ses  termes 
finissent  par  devenir  infiniment  petits.  Si  les  coefïicients  <7„,  Z>„  ten- 
dent vers  zéro  pour  n  croissant  à  l'infini,  les  termes  de  la  série  û 
finiront  par  devenir  infiniment  petits,  quel  que  soit  x-^  sinon,  ils  ne 
pourront  le  devenir  que  pour  des  valeurs  particulières  de  x.  Les 
deux  cas  doivent  être  traités  séparément. 

§8. 

Supposons  d'abord  que  les  termes  de  la  série  O  finissent  par  de- 
venir infiniment  petits,  quel  que  soit  x. 
Dans  cette  hypothèse,  la  série 

C  +  C'^-f-Ao--A,-  ^^--^-...  =:F(^) 

qu'on  déduit  de  0,  en  intégrant  deux  fois  consécutivement  chaque 
terme,  sera  convergente,  quel  que  soit  x.  Sa  valeur  F(x)  varie  d'une 
manière  continue  avec  x^  et  cette  fonction  F(a:)  est,  par  suite,  tou- 
jours susceptible  d'intégration. 

Pour  reconnaître  à  la  fois  la  convergence  de  la  série  et  la  conti- 
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nui  té  de  la  fonction  F(a:),  désignons  la  somme  des  termes  jusqu'à 

par  N  :  le  reste  de  la  série,  c'est-à-dire  la  série 


{n 


par  R,  et  la  plus  grande  valeur  de  A,„,  pour  ni  ^  zz,  par  e.  La  va- 
leur de  K,  quelque  loin  qu'on  prolonge  cette  série,  est  évidemment 
plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  que 


l[n+iy^  [H-i-iy'^'"]        n 


et,  par  suite,  R  peut  être  renfermé  entre  des  limites  aussi  petites 
qu'on  le  veut,  quand  n  prend  des  valeurs  suffisamment  grandes  -, 
donc  la  série  est  convergente.  De  plus,  la  fonction  F  est  con- 
tinue, c'est-à-dire  que  son  accroissement  peut  être  rendu  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  en  assignant  à  x  un  accroissement  suffisamment  petit  5 
car  l'accroissement  de  F  (x)  se  compose  de  deux  parties  :  celui  de 
N  et  celui  de  R;  or  on  peut  prendre  d'abord  7i  assez  grand  pour  que 
R,  quel  que  soit  x,  soit  aussi  petit  qu'on  le  veut,  et,  par  consé- 
quent, pour  que  l'accroissement  de  R,  pour  cliaque  accroissement 
de  Xy  soit  infiniment  petit;  et  ensuite  on  peut  prendre  l'accroisse- 
ment de  X  assez  petit  pour  que  celui  de  N  soit  au-dessous  de  toute 
quantité  donnée. 

Il  sera  bonde  présenter  maintenant,  sur  la  fonction  F  (a:),  quel- 
ques théorèmes  dont  la  démonstration  interromprait  la  suite  de 
notre  étude. 

Théorème  I.  —  Quand  la  série  Q.  est  convergente,  V expression 

Ff.r  +  a  +  3)— F(.rH-a—  ri)-F(^  —  a-h^)-^F(.r  —  g  —  (3) 

où  a.  et  [ù  sont  des  infiniment  petits  dont  le  rapport  est  fini,  con- 
verge vers  la  même  limite  cjue  la  série. 
En  ctfct,  on  a 

Ff:r-|-a-f-fi)  -F(.r  +  a  — [3)-F(.r-a-f-[3)  +  F(.r-a— ^) 

.    sina  sinS       .    siiiaa  sinaS       .    sinSa  sinSS 

=  Ao+A, ;r-  +  A' ^-+-^^3—5 T^-^--  ■■  ' 
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ou,  pour  traiter  d'abord  le  cas  plus  simple  où  a  =  |3, 

T  {x-h2a)  —  ^¥{x)-^F{x  —  ia) .  /sina\=  /sin2a\  = 

j — :; — Ao+A,l -4-A2I 

4«=  \    oc    J  \    2: 


+  ■ 


Si  la  série  infinie  Aq-I- Ai  + AgH-.  .  .  est  désignée  par  y(x},  et 
que  l'on  fasse 

Ao 4-  A,  +  .  .  .  +  A„_,  =  f{x)  H-  £„, 

■* 

on  doit  pouvoir  trouver,  pour  une  grandeur  donnée  à  volonté  (5, 
une  valeur  m  de  n  telle  que,  si  n  ^  ?7i,  £„  devienne  plus  petit  que  B. 
Prenons  maintenant  a  assez  petit  pour  que  tua.  <^7rj  transformons, 
par  la  substitution 

la  série    >  A„    dans  la  suivante  : 

Aj       \    ncc    j 

o 

et  partageons  cette  série  en  trois  parties,  en  réunissant  : 
i"  Tous  les  termes  de  rang  i  à  m  inclusivement^ 
2°  Les  termes  de  rang  in-{-  i ,  jusqu'au  plus  grand  nombre  entier, 

que  nous  désignerons  par  .?,  inférieur  à  —\ 

Z^  Depuis  s  -h  I  jusqu'à  l'infini. 

La  première  partie  se  compose  de  termes  variant  d'une  manière 
continue,  et  peut  être  rendue,  par  conséquent,  aussi  voisine  qu'on 
le  voudi'a  de  sa  valeur  limite  zéro,  si  l'on  prend  a.  suffisamment 
petit. 

La  deuxième  partie,  comme  le  facteur  de  £,„  est  toujours  positif, 
est  évidemment  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  que 

^r/sin/?îa\-       /sin^aXn 
L\     m^    )         \     ^^    /  J* 

Pour  trouver  enfin  des  limites  entre  lesquelles  soit  renfermée  la 
troisième  partie,  décomposons  son  terme  général  en  deux  parties, 

irsin(«  —  i)^T      Tsinf/i  —  O^T) 
'"  i  L    in-i)o:    J  ~  L  ^-  J    i' 
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et 

sin  (2/1  —  i)asina 


j  fsinfw  —  i)a"|-       /sinnaV 
"IL  ^  «  J         \     nx    ) 


£« 


{nay 
Sous  cette  forme,  il  est  clair  que  le  terme  général  est  plus  petit  que 


.  r__i ^1  ^  _± 


et,  par  suite,  la  somme  depuis  s-\-  i  jusqu'à  l'infini  est  plus  petite 
que 


\s' a.-        sa. 


valeur  qui,  pour  «  infiniment  petit,  se  transforme  en 

La  série 

^   •    ■  -    --        '   '    na. 


2u^  [V    {n—i)x    J        V    «' 


approche  donc,  pour  une  valeur  décroissante  de  a,  d'une  valeur 
limite  qui  n'est  pas  supérieure  à 


0(1^-  +  .- 


et,  par  conséquent,  qui  est  nulle  ^  et,  partant,  l'expression 

F(^+  2a)  —  2F(^)  4-  F(.r  —  2a) 

sin  77ay  / 


^/    N       V      I  rsinfn  — i)a:l' 


/la    J    \ 


converge,  lorsque  a  décroit  indéfiniment,  vers  la  limite  f[x)  :  ce 
qui  démontre  notre  théorème  pour  a  =  j3. 
Pour  le  démontrer  dans  le  cas  général,  soit 

F(^4-a  +  (3)-2F(x)  -f-F(;f-a-  [3)  =  (a  4- (3)=[/(^)  +  ô,], 
F(^  +  a  -  (3)  -  2F(a:)  -t-  F(jf  -  a  +  |3)  =^  (a  -  (3)^[/(^)  -f-  ô,], 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  45 

d'où 

Y{x-hoc-{-^)  —  ¥{x-^a  —  ^)  —  F(:c  — a-f-  [3)  +  F(x  — a—  (3) 

=  ^oc^fix)  +  (a  +  (3)'Ô,  -{cc-^yd,. 

Par  suite  de  la  démonstration  déjà  faite,  di  et  d^  sont  infiniment 
petits  quand  a  et  (3  le  sont  :  donc  il  en  sera  de  même  de 


4«^  4^[i 


â=, 


pourvu  que  les  coefficients  de  Bi  et  de  ^2  ne  deviennent  pas  infinis, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  si  le  rapport  —  demeure  fini  5  et,  par  suite, 

F(3r+«  +  (3)— F(.r  +  a—  (5)  —  Ff.r  —  «  +  [3)  +  F(.r  — «-(3) 

converge  vers  y  (x).  c;  q.  f.  d. 

Théokème  II. 

F(x  -+-  2a)-l-F(.r  —  2a:)  —  aFf^l 
la. 

est  toujours  injijiinient  petit  avec  a. 

Pour  le  démontrer,  partageons  la  série  \  A„  I ^  j    en  trois 

groupes,  dont  le  premier  contienne  tous  les  premiers  termes  jusqu'à 
un  certain  indice  /?z,  à  partir  duquel  A„  demeure  inférieur  à  e-,  le 
second,  tous  les  termes  suivants  pour  lesquels  na.  est  plus  petit 
qu'une  quantité  déterminée  c;  le  troisième,  tous  les  autres  termes 
de  la  série.  Il  est  facile  de  voir  que,  si  a  décroit,  la  somme  du  pre- 
mier groupe  fini  demeure  finie,  c'est-à-dire  plus  petite  qu'une  quan- 

tité  déterminée  Q  ;  celle  du  second,  plus  petite  que  e  -  5  celle  du 
troisième,  plus  petite  que  e  \  — ^-^  <^  — ■• 

c  <na 

V{X  -+-  7.  ce)  -+-  Y    X  —  1x)  —  2F(^) 


c  <na 

Par  suite. 


qui  est  égal  à 


V^  .     /sin7î 

2a  >  A„ 


oc 

5 
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est  inférieur  à 

d'où  résulte  le  théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Théorème  III.  —  Si  l'on  désigne  par  h  et  c  deux  constantes  ar- 
bitraires, dont  la  plus  grande  est  c,  et  par  X(x)  une  fonction  qui 
demeure  finie  entre  h  et  c,  et  s'annule  aux  deux  limites,  dont  la 
première  dérivée  ait  les  mêmes  propriétés,  et  dont  la  seconde  dé- 
rivée n'ait  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  l'in- 
tégrale 


y}    j     F{x)C0StJ.{:r  —  y.)\{x)dx. 


f/uand  y.  croît  indéfiniment,  devient  plus  petite  que  toute  quajitité 
donnée. 

Remplaçons  F(x)  par  son  expression  en  série  dans  l'intégrale 
précédente  \  nous  obtiendrons  pour  cette  intégrale  la  série 

[  if  j     iC-i-C'x-{-ko  —  \  cosiJ.{x  —  a)l{x]dx 


m 


\  —,    /    AnC0su.(x  —  a)\{x)dx. 


A,iCOsy.[x  —  a)  peut  évidemment  se  décomposer  en  une  somme 
de  quatre  termes, 

cos(/j!.  -+-  n)  (x  —  a),     sin(p.  +  n){x  —  a), 
cos(y.  —  n)[x  —  a),     sin(  17.  —  «)  (x  —  a); 

et,  si  l'on  désigne  par  B;jL+n  la  somme  des  deux  premiers,  et  par 
V>.^-r.  celle  des  deux  derniers,  on  aura 

A„  C0SjU.(^  —  a)  =  B^+„  H-  Bj,_„, 
-f-r  =  -[v-  +  nr\^^.,      -—-  =  -{u.-nyB,_,., 

el  B;it+n,  B;i._„  deviendront  infiniment  petits,  quand  7i  croîtra  indéfi- 
niment. 
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Le  terme  général  de  la  série  (^), 

1     A„cos/7.(^ — a)'i.'x)dx, 

peut  donc  s'écrire 

ou,  en  intégrant  deux  fois  par  parties,  et  considérant  d'abord  ^(^), 
puis  1' [x)  comme  constantes, 

— -^—  rB^^„r(x]dx-^  —-^ — -  rji.._j."{x)dx, 

puisque /(x)  et  X'(x)  deviennent  nuls  aux  limites  de  l'intégration. 

On  s'assure  facilement  que    /     B.^±nV  [x)  dx  devient  infiniment 

petit,  quel  que  soit  /z,  si  p.  croit  indéfiniment;  car  cette  expression 
est  composée  des  intégrales 

/     cos{iJ.±n){x  —  a)l"(x)dx,        /    siuiy.±n){x— a)l" {x)dx. 

Si  jj.  ±  n  devient  infini,  ces  intégrales  deviennent  infiniment  pe- 
tites; si,  n  devenant  infini  avec  \j.^  ^±11  reste  fini,  ce  sont,  au  con- 
traire, les  coeflîcients  de  ces  intégrales  dans  B;^±„  qui  deviennent 
infiniment  petits. 

Pour  la  démonstration  de  notre  théorème,  il  suffira  donc  évidem- 
ment de  montrer  que  la  somme 


TIM  a  — llY 


étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n  cpi  satisfont  aux  con- 
ditions 

«  <  —  c  ,     c"  <  71  <  u.  —  c'",     iJ.-hc"'<Zn, 

pour  des  valeurs  positives  cfuelconques  des  quantités  c,  reste  finie, 
cjuand  y.  devient  infini;  car,  en  faisant  abstraction  des  termes  poiu- 
lesquels 

—  c'  <  «  <  c",     y.  —  c'"  <n<  u  -^  c'\ 
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qui  sont  en  nombre  fini  et  deviennent  évidemment  infiniment  pe- 
tits, il  est  clair  que  la  série  (4>)  demeure  plus  petite  que  la  somme 
précédente  multipliée  par  la  plus  grande  valeur  de 


£ 


li,.±nl"{x)clx, 


qui  est  infiniment  petite. 

Maintenant,  si  les  quantités  c  sont  plus  grandes  que  l'unité,  la 

somme 

f 


f 


- = '-  y 


n'{  fj.  —  n y        u.  ^   I         n  y  In 

p-1   yj- 


prise  entre  les  limites  précédentes,  est  plus  petite  que  l'intégrale 

[j.  J   ^■'■'{i ~  x)' 


c'—i           c  —  r    ,            c"'—\  c'"— 

étendue  de  —  co  à ?   de  ■ à  i 5   de  i  -r- 


IJ.  y.  ix  y. 

à  -f- ce  •  car  si,  en  partant  de  zéro,  on  sépare  l'intervalle  entier  de 

—  oc  à  -f-cc  en  intervalles  de  la  grandeur  de  -?  et  que  l'on  rem- 
place partout  la  fonction  sous  le  signe    1   par  sa  plus  petite  valeur 

dans  l'intervalle  considéré,  on  obtient,  puisque  la  fonction  n'a  au- 
cun maximum  entre  les  limites  de  l'intégration,  tous  les  termes  de 
la  série. 

Si  l'on  effectue  l'intégration,  on  trouve 

-  / =  -    1 h 2.\o&x  —  2\os(\  —x)    -+-  consl., 

lj.Jx'{\  —  x)'        y-L      ^        I  — -^  &  &^  /J 

et,  par  suite,  entre  les  limites  déjà  indiquées,  une  valeur  qui  ne  de- 
vient pas  infinie  avec  [x. 

[A  suivre.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  49 


REVUE  BIELIOGRAPHIQUE. 

HERMITE  (Ch.),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  à 
la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique. 
Première  Partie^  contenant  le  Calcul  différtntiel  et  les  Premiers  Principes 
(lu  Calcul  intégral.  Un  fort  Volume,  imprimé  sur  vélin,  avec  figures  dans  le 
texte.  —  Paris,  Gauthier-Villars  ;  1878.  —  Prix  :  14  fr.  ('). 

Il  ne  nous  appartient  pas  de  faire  l'éloge  d'un  Livre  dont  l'au- 
teur est  un  des  géomètres  éniinents  de  notre  époque,  qui  a  contribué 
pour  une  large  part  aux  progrès  de  la  tliéorie  des  foi^mes  et  des 
fonctions.  Le  Traité  de  M.  Hermite  est  conçu  au  point  de  vue  des 
idées  nouvelles,  et  met  en  lumière  les  progrès  les  plus  récents  de 
l'Analyse  ;  c'est  donc  un  de  ces  Ouvrages  dont  il  suffit  de  signaler 
l'apparition  :  aussi  nous  contenterons-nous  d'un  compte  rendu 
très-sommaire,  Cjue  nous  ferons  suivre  de  la  Table  des  matières. 

Une  Introduction  d'une  cinc|uantaine  de  pages  est  consacrée  au 
développement  de  plusieurs  notions  importantes  sur  les  fonctions 
algébriques  et  sur  le  rôle  des  variables  imaginaires  dans  l'étude  des 
fonctions. 

Les  principes  du  Calcul  dillerentiel,  ainsi  que  les  applications 
géométricjucs  du  Calcul  diilérentiel  et  du  Calcul  intégral,  sont 
exposés  sous  une  forme  concise  5  M.  Hermite  réserve  son  Ouvrage 
pour  les  développements  de  questions  moins  connues  et  renvoie, 
pour  de  plus  amples  détails,  aux  Traités  de  M,  Bertrand  et  de 
M.  J.-A.  Serret.  Signalons  cependant  la  c[uestion  du  contact  géo- 
métrique, qui  est  traitée  avec  une  remarcjuable  netteté  et  une 
grande  généralité. 

Le  Calcul  intégral  est  la  partie  la  plus  importante  et  la  plus 
difficile  du  Calcul  infinitésimal  5  c'est  là  que  se  trouve  l'origine  de 
tant  de  notions  analytiques  nouvelles  et  fécondes  acquises  de  nos 
jours,  de  combinaisons  analytiques  que  l'Algèbre  ne  saurait  obtenir, 
par  exemple,  celle  des  séries  qui  sont  convergentes  et  ne  sont  pas 
nécessairement  continues. 

C'est  à  cette  belle  étude,  qui,  en  permettant  de  concevoir  les 
fonctions  dans  leur  sens  le  plus  général,  conduit  à  une  infinité  de 

(')  La  seconde  Partie  contiendra  la  fin  du  Calcul  intégral. 

Lull.  des  Sciences  mathéni.  et  ustron.,  t.  V.   (Août  1873.)  4 
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transcendantes  nouvelles  et  ouvre  à  l'Analyse  un  horizon  infini^ 
qu'est  principalement  consacré  le  Traité  de  M.  Hermite. 

La  première  Partie  ne  renferme  que  les  premiers  principes  du 
Calcul  intégral.  L'auteur  insiste  d'abord,  et  à  juste  titre,  sur  le 
changement  de  la  variable  qui  ramène  l'intégrale  proposée  à  une 
autre  que  l'on  sait  obtenir.  En  premier  lieu,  se  présente  la  question 
d'énumérer  et  de  définir  les  expressions  rationnelles  et  transcen- 
dantes dont  l'intégrale  peut  se  réduire,  par  une  substitution,  à  celle 
d'une  fonction  qui  est  rationnelle  j)ar  rapport  à  la  nouvelle  variable. 
Cette  première  partie  du  Calcul  intégral  comprend  environ  200  pa- 
ges 5  là  se  trouvent  exposées  les  premières  notions  relatives  aux 
courbes  unicursales. 

La  théorie  des  cour])es  unicursales,  enrichie  des  découvertes  de 
Clebsch,  de  MM.  Chasles,  Cayley,  etc.  [Journal  de  Borchardt, 
t.  63,  p.  189,  t.  6-4,  p.  210,  etc.;  Comptes  rendus,  t.  LXII, 
p.  579,  etc.),  est  la  traduction  géométrique  du  problème  d'Al- 
gèbre suivant  :  «  Etant  donnée  l'équation  Y[x^j)  =  o,  dont  le 
premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  x  et  j)'^,  reconnaître  s'il 
est  possible  d'exprimer  jc  et  j'^  en  fonction  rationnelle  d'une  variable 
auxiliaire  ».  On  voit  par  là  la  liaison  intime  qui  existe  entre  cette 
théoine  et  le  problème  des  quadratvu-es,  puisqu'on  peut  ainsi  con- 
naître un  changement  de  variables  qui  réduit  l'intégrale  ff{x^j')  dx^ 
oix  j  est  lié  à  x  par  l'équation  Y[x^j)  =  o,  à  celle  d'une  fonction 
rationnelle.  C'est  là  un  des  plus  importants  et  des  plus  beaux 
résultats  de  la  méthode  d'intégration  par  substitution  ;  et,  connue 
le  dit  31.  Hermite,  p.  383,  «  on  voit  dans  les  parties  t'ievées  du 
Calcul  intégral  toute  l'importance  de  la  considération  des  points 
doubles,  et  comment  elle  devient  l'un  de  ces  liens  que  la  science  de 
notre  époque,  et  surtout  les  beaux  travaux  de  Clebsch,  ont  révélés 
entre  la  Géométrie  supérieure  et  l'Analyse  ». 

L'intégration  des  fonctions  rationnelles  est  traitée  avec  étendue; 
cette  étude  renferme  des  notions  importantes  d'Analyse,  des  calculs 
très-habilement  conduits  et  des  résultats  d'une  grande  élégance.  Nous 
signalerons,  en  particulier,  la  recherche  directe  de  la  partie  algé- 

pr- —  djc^  de  façon  que  l'on  n'a  plus  besoin 

de  connaître  les  racines  de  Fi(x)  =  o,  si  ce  n'est  pour  former  la 
partie  transcendante  SAlog(x  —  a). 
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Le  procédé  de  la  décomposition  en  éléments  simples  est  ensuite 
appliqué  à  la  reclierclie  de  l'intégrale  des  expressions  transcendantes 

f{s\nx,  cos^),     C'^fia:),     e'"*/(sina:,  cos^c), 

qui  sont  les  seules  fonctions  dont  on  puisse  aborder  généralement 
l'intégration,  f  étant  la  caractéristique  d'une  fonction  rationnelle. 
Les  développements  que  M.  Hermite  fait  connaître  offrent  une 
analogie  complète  avec  la  décomposition  des  fonctions  rationnelles; 
l'auteur  en  présente  un  résumé  très-net  à  la  page  38 1  de  son 
Ouvrage. 

La  première  Partie  du  Cours  de  M.  Hermite  s'arrête  aux  équa- 
tions diiïérentielles  5  en  terminant  cette  analyse  succincte,  nous 
devons  exprimer  le  regret  de  n'avoir  encore  que  cette  première 
Partie. 

TABLE    DES    MATIERES    DE    LA    PREMIERE    PARTIE. 

Introduction. 

Fonctions  rationnelles.  —  Fonctions  algébriques.  —  Des  variables  imaginaires 
dans  l'étude  des  fonctions.  —  De  l'exponentielle  et  des  fonctions  circulaires.  — 
De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires. 

Calcul  différentiel. 

Premiers  Principes.  —  Série  de  Taylor,  —  Remarques  sur  le  développement 
des  fonctions  par  la  formule  de  Maclaurin.  —  Différeuliclles  des  fonctions  d'une 
seule  variable.  —  Différentielles  du  premier  ordre.  —  Diflérentielles  d'un  ordre 
quelconque.  —  Différentielles  partielles  et  différentielles  totales.  —  Changement 
de  la  variable  indépendante. 

Applications  géométriques.  —  Préliminaires.  — Dérivée  de  l'aire  d'une  courbe 
plane.  —  Notion  de  l'intégrale  définie.  —  Dérivée  d'un  arc  de  courbe.  —  Du 
contact  géométrique.  —  Contact  des  courbes  planes.  —  Contact  des  courbes  dans 
l'espace.  —  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  Contact  des  surfaces.  — 
De  la  courbure.  —  Courbes  planes.  —  Courbes  dans  l'espace.  —  Surfaces.  — 
Courbes  et  surfaces  enveloppes. 

Applications  analytiques.  —  Formes  indéterminées  de  certaines  fonctions 
pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable.  —  Maxima  et  miniraa.  —  For/na- 
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PRÉFACE. 

L'Ouvrage  que  je  publie  aujourd'hui  se  compose  de  deux  Parties 
distinctes. 

Le  texte  constitue  seulement  une  nouvelle  rédaction  d'un  Mé- 
moire présenté  en  1869  (*)  à  l'Académie  des  Sciences,  Mémoire 
dont  l'impression  a  été  retardée  par  bien  des  circonstances  sur  les- 
quelles il  est  inutile  d'insister. 

Les  JNotes  contiennent  l'examen  détaillé  de  quelques  questions 
qui  s'étaient  présentées  dans  mes  recherches  primitives,  et  que  je 

(')   Voir  l'extrait  du  Mémoire,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LWIII, 
p.   i3i I,  séance  du  7  juin  186g. 
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n'avais  pu  traiter  avec  le  développement  qu'elles  me  paraissaient 
mériter. 

Le  but  principal  de  l'ensemble  de  ce  travail  est  l'étude  d'une 
classe  remarquable  de  surfaces  du  quatrième  ordre,  que  je  propose 
d'appeler  cycliques,  et  qui  admettent  une  conique  double  spéciale, 
le  cercle  de  l'infini.  Ces  surfaces  peuvent  se  décomposer  en  un  plan, 
le  plan  de  l'infini,  et  en  une  surface  du  troisième  ordre,  qui  con- 
tient le  cercle  de  l'infini.  Elles  donnent  donc,  par  une  transforma- 
tion liomographique,  la  surface  la  plus  générale  du  quatrième 
ordre  à  conique  double,  et  la  surface  du  troisième  ordix*.  J'ai  dû 
joindre  à  leur  étude,  pour  la  rendre  à  la  fois  plus  nette  et  plus 
complète,  celle  des  courbes  qui  jouent  le  même  rôle  qu'elles  dans 
la  Géométrie  à  deux  dimensions.  Ces  courbes,  quej 'appelle  cjc//^«e5^ 
sont,  soit  les  courbes  planes  du  quatrième  ordre  ayant  pour  points 
doubles  les  deux  points  à  l'infini  sur  le  cercle,  soit  les  courbes  splié- 
riques  qui  résultent  de  l'intersection  de  la  splière  avec  une  surface 
du  second  degré.  Quelques  propriétés  relatives  aux  imaginaires  se 
présentaient  naturellement  dans  l'étude  que  j'avais  entreprise 5  il 
m'a  paru  qu'il  y  aurait  avantage  à  les  développer  avec  la  généralité 
qu'elles  comportent.  Ces  explications  justifieront,  je  l'espère,  la 
composition  et  le  plan  de  mon  travail. 

La  première  Partie  est  consacrée  à  l'étude  de  la  transformation, 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  des  foyers  et  des  focales.  Depuis 
1869,  bien  des  recherches  importantes  ont  été,  ou  mieux  connues, 
ou  publiées  sur  les  difiérentes  méthodes  de  transformation.  J'ai 
cru  devoir  conserver  néanmoins  les  développements  que  j'avais 
présentés  sur  ce  sujet,  parce  qu'ils  sont  élémentaires,  et  aussi  parce 
qu'ils  se  rapportent  à  la  plus  intéressante  de  toutes  les  transforma- 
lions  considérées  jusqu'à  présent.  J'ai  ajouté  à  cette  Partie,  au  mo- 
ment de  l'impression,  l'indication  d'un  moyen  nouveau  et  très- 
simple  de  former  l'équation  dilférentielle  des  surfaces  applicables 
sur  une  surface  donnée.  Les  théories  relatives  aux  imaginaires 
expliquent  nettement,  ce  qui  n'avait  pas  été  fait  jusqu'ici,  les  solu- 
tions singulières  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  on 
est  conduit. 

La  deuxième  Partie  contient  une  étude  détaillée  des  cycliques 
planes  et  sphériques.  J'y  examine  les  propriétés  générales,  la  clas- 
sification des  différentes  espèces  de  cycliques,  et  les  propriétés  mé- 
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triques  focales,  qui  sont  la  généralisation  des  propositions  connues 
de  la  théorie  des  coniques. 

Parmi  les  cycliques,  quelques-unes  ont  la  plus  grande  analogie 
avec  l'ellipse  de  Cassini  ;  leur  théorie  est  liée  par  les  rapports  les 
plus  étroits  aux  beaux  théorèmes  de  Poncelet  sur  les  polygones 
inscrits  et  circonscrits  aux  coniques,  et,  d'autre  part,  avec  quelques 
propositions  générales  relatives  aux  imaginaires  en  Géométrie.  La 
troisième  Partie  est  donc  consacrée  à  une  étude  des  imaginaires^ 
mais,  après  avoir  démontré  les  propositions  indispensables,  je 
reviens  promptement  à  l'objet  spécial  de  mon  travail,  pour  étendre 
à  toute  une  classe  de  courbes  planes  et  sphériques  deux  des  pro- 
priétés fondamentales  du  cercle.  On  me  permettra  de  signaler  aussi 
un  moyen  nouveau  de  démontrer  les  propriétés  métriques  focales 
des  coniques,  en  les  déduisant  directement  de  l'une  des  propositions 
générales  que  M.  Chasles  a  prises  pour  bases  de  la  théorie  de  ces 
courbes,  dans  son  beau  Traité  des  Sections  coniques.  Les  JNotes 
contiennent  des  développements  nombreux  et  étendus  se  rapportant 
à  cette  Partie.  Elle  a  d'ailleurs  été  modifiée  en  un  point  pendant 
l'impression  :  j'ai  beaucoup  simplifié  la  démonstration  que  j'avais 
donnée  d'abord  des  théorèmes  de  Poncelet. 

Les  deux  dernières  Parties  sont  consacrées  à  l'étude  analytique 
et  géométrique  des  surfaces  cyclides,  abrégée  et  rendue  plus  facile 
par  les  développements  qui  précèdent.  Ce  qui  concerne  la  généra- 
tion des  cyclides,  leur  classification  et  la  cyclide  à  quatre  points 
doubles,  qui  a  été  depuis  1869  ^^'  sujet  des  recherches  de  quelques 
géomètres,  n'a  reçu  aucune  addition  dans  le  texte.  J'ai  vui  peu 
changé  la  forme  de  la  dernière  Partie,  consacrée  à  l'étude  géomé- 
trique des  cyclides  et  du  système  triple  orthogonal  qu'on  peut 
former  avec  ces  surfaces,  en  ajoutant  quelques  développements 
relatifs  à  une  des  plus  belles  conceptions  de  M.  Cayley.  Ce  géomètre 
a  eu  le  mérite  de  donner,  le  premier,  sous  une  forme  nette,  grâce 
aux  beaux  travaux  et  aux  études  antérieures  de  Môbius  et  surtout 
de  M.  Chasles,  les  principes  qui  assujettissent,  si  je  puis  m'exprimer 
ainsi,  la  Géométrie  des  relations  métriques  dans  le  plan  et  sur  la 
sphère  à  celle  du  rapport  anharmonique,  appelée  quelquefois  aussi 
Géométrie  projective.  Pour  ne  pas  être  accusé  de  me  livrer  à  des 
spéculations  théoriques  sans  aucune  portée  pratique,  j'ai  montré 
dans  les  Notes  comment  les  principes  de  M.  Cayley  pouvaient  con- 
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cluire  à  des  théorèmes  intéressants,  et  en  particulier  à  une  métliode 
de  transformation  des  surfaces  avec  conservation  des  lignes  de 
courbure  qui  a  été  déjà  donnée  par  M.  Bonnet.  Je  généralise  d'une 
manière  assez  étendue  cette  méthode  de  transformation. 

Les  Notes  contiennent  des  développements  relatifs  à  la  Géométrie 
de  M.  Cayley,  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
et  à  un  système  de  coordonnées  qui  s'applique  à  la  fois  aux  points, 
aux  plans  et  aux  sphères.  M.  Lie,  professeur  à  l'Université  de  Chris- 
tiania, a,  le  premier,  considéré  la  sphère  comme  un  élément  de 
l'espace,  et  il  a  su  établir  les  relations  les  plus  intéressantes  entre 
la  Géométrie  des  sphères  et  celle  des  lignes  droites.  Ne  voulant 
développer  ici  que  mes  recherches  personnelles,  je  me  suis  borné, 
dans  les  dernières  Notes  de  cet  Ouvrage,  à  l'étude  des  cyclides,  de 
leurs  normales,  de  leurs  sphères  tangentes  et  des  courbes  i-emar- 
quables  qu'on  peut  tracer  et  déterminer  sur  ces  surfaces. 

La  deuxième  et  la  quatrième  Partie  sont  précédées  d'une  courte 
Notice  historique.  Quelques  remarques  et  rectifications  portant  sur 
des  travaux  dont  j'ai  eu  connaissance  après  avoir  terminé  sont  pla- 
cées à  la  fin  des  Notes. 

Je  serais  heureux  de  voir  ce  travail,  dont  je  sens  autant  que  per- 
sonne les  imperfections,  accueilli  avec  bienveillance  par  les  géo- 
mètres. Puisse-t-il  amener  quelques-uns  d'entre  eux  à  des  études 
qui  forment  un  intermédiaire  et  un  lien  naturel  entre  la  théorie  des 
quadriques  et  celle  des  surfaces  de  degré  supérieur,  empruntant 
ainsi  au  rang  qu'elles  occupent  une  importance  et  un  intérêt  qu'on 
ne  saurait  méconnaitre. 
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T.  XXVI  (suite  et  fin);  1870-1871. 

Pettigrew  (J.-B.).  —  Sur  la  physiologie  des  ailes;  analjse  des 
mouvements  qui  produisent  le  vol  chez  l'insecte,  la  chauve-souris 
et  l'oiseau.  (128  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  200. 
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Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  entre  dans  des  détails  très-complets 
sur  les  mouvements  en  forme  de  8  que  l'aile  décrit  dans  l'espace. 
Il  a  expérimenté  successivement  avec  des  ailes  naturelles  et  des 
ailes  artificielles,  et  a  fait  voir,  à  l'aide  d'un  grand  nombre  de  mo- 
dèles et  de  dessins,  qu'il  est  possible  de  construire  des  ailes  arti- 
ficielles approchant  beaucoup  des  ailes  naturelles.  Ses  résultats 
s'accordent  avec  ceux  qu'a  obtenus  M.  INIarey. 

Sakg  (E.).  —  Note  additionnelle  sur  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  suivant  la  circonférence  d' un  cercle.  (9  p.) 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XXIV  du  présent  Recueil, 
l'auteur  a  exposé  une  métliode  pour  calculer  très-rapidement  le 
temps  total  de  l'oscillation  d'un  pendule.  L'objet  de  la  Note  actuelle 
est  de  montrer  comment  on  peut  calculer  la  durée  d'une  portion 
donnée  quelconque  de  l'oscillation  totale.  Il  traite  la  question  gé- 
nérale suivante  :  «  Un  corps  pesant  étant  j^rojeté  avec  une  vitesse 
connue  le  long  de  la  circonférence  d'un  cercle,  calculer  le  temps 
au  bout  duquel  il  atteindra  une  position  donnée  quelconque,  ainsi 
C[ue  la  place  qu'il  occupera  au  bout  d'un  temps  donné  quel- 
conque M.  L'auteur  emploie  une  transformation  qui  n'est  autre  que 
la  transformation  connue  des  intégrales  elliptiques,  à  l'aide  de 
moyennes  arithmétiques  et  géométriques  alternativement,  et  à  la- 
quelle il  parvient  par  la  construction  d'une  suite  indéfinie  de  trian- 
gles. De  cette  manière,  il  ramène  l'intégration  à  celle  d'une  formule 

7      / —  d^ 


y/5^ —  r-  sin^b 


s 
dans  laquelle  le  rapport  -  est  aussi  voisin  de  l'unité,  de  l'infini  ou 

de  zéro  que  l'on  voudra. 

Sang  (E.).  — Notice  sur  une  nouvelle  Table  de  logarithmes 
jusqu'à  200000. 

L'auteur  donne  le  détail  des  procédés  qu'il  a  employés  pour  cal- 
culer les  logarithmes  à  i5  décimales  des  200000  premiers  nombres, 
et  pour  faire  imprimer  sa  Table,  réduite  à  ^  décimales,  avec  toute 
la  correction  possible.  Il  rappelle,  à  la  fin  de  sa  Note,  qu'en  18 19 
une  proposition  avait  été  faite  à  la  Chambre  des  Communes  en  vue 
d'engager  le  Gouvernement  anglais  à  s'entendre  avec  le  Gouverne- 
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ment  français  pour  la  publication  de  grandes  Tables  logarithmiques 
et  trigonométriques,  extraites  du  manuscrit  exécuté  par  le  Bureau 
du  Cadastre.  Malheureusement  il  ne  fut  pas  donné  suite  à  cette 
proposition. 

Rankine  (W.-J.-Macquorn).  —  Siu^  la  décomposition  des  forces 
appliquées  extérieurement  à  un  solide  élastique.  (i3  p.) 

Les  principes  exposés  dans  ce  Mémoire  avaient  été  déjà  commu- 
niqués, il  y  a  seize  ans  (*),  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
dans  un  travail  intitulé  :  «  De  l'équilibre  intérieur  d'un  corps  solide, 
»  élastique  et  homogène  »,  portant  cette  devise  : 

Obvia  conspicimus,  nubem  pellente  Malhesi. 

L'auteur  rappelle  d'abord  un  théorème  découvert  par  lui  (^),  sa- 
voir :  que  «  tout  système  de  forces  qui  se  font  mutuellement  équi- 
»  libre,  appliqué  à  un  système  de  points  liés  entre  eux,  est  suscep- 
»  tible  de  décomposition  en  trois  systèmes  rectangulaires  de  forces 
»  parallèles  aux  mêmes  points  et  se  faisant  mutuellement  équilibre 
»   dans  chaque  système  ». 

Les  composantes  rectangulaires  des  forces  étant  désignées  par 
X, .  .  . ,  les  six  sommes  ou  intégrales 

2X^,     I;Yj,     IZz,     lYz=lZx,     lZx  =  l\z,     IXy^lYx 

sont  ce  que  l'auteur  appelle  les  coefficients  rhopimétriques  du  sys- 
tème. Les  axes  principaux  d'un  ellipsoïde,  dont  l'équation  est  déter- 
minée par  ces  coefficients,  sont  dits  les  axes  isorrhojnques.  En 
prenant  ces  axes  pour  axes  coordonnés,  les  trois  derniers  coeffi- 
cients deviennent  nuls,  et  les  trois  systèmes  de  forces  qui  leur  sont 
parallèles  sont  séparément  en  équilibre. 

Ce  théorème  s'étend  à  un  système  en  mouvement,  en  remplaçant 

d'^x 
X, .  .  . ,    par    X  —  ni  —, — ,  .  •  .  .  L'auteur  examine  les  particularités 

^  dt-  * 

correspondant  aux  diverses  valeurs  des  coefficients  rhopimétriques. 

Maxw^ell  (J.-Clerk).  —  Sur  la  distance  moyenne  géométrique 
de  deuxjîgures  dans  un  plan,  (o  p.) 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  G  avril  1807,  t.  XLIV,  p.  706. 
(-)  Philosophical  Magazine,  December  i855. 


60  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Les  mesures  électromagnétiques  conduisent,  dans  des  cas  d'une 
grande  importance  pratique,  à  l'évaluation  de  la  somme  des  loga- 
rithmes des  distances  d'un  système  de  fils  parallèles  à  un  point 
donné.  Ce  problème  présente  quelque  analogie  avec  le  calcul  du 
potentiel.  Le  logarithme  de  la  distance  résultante  étant  la  moyenne 
arithmétique  des  logarithmes  des  distances  des  divers  points,  cette 
distance  résultante  peut  être  considérée  comme  la  moyenne  géomé- 
trique des  distances  du  système  au  point  donné.  Dans  le  calcul  du 
potentiel,  la  distance  résultante  est  la  moyenne  harmonique  des 
distances  du  système. 

Bkoi^  (J.-A.).  —  Sur  les  variations  lunaires  diurnes  de  la 
déclinaison  magnétique  à  Trevandrum,  près  de  l'ér/uateur  ma- 
gnétique, déduites  d' observations  faites  à  l' Obsen^atoire  magné- 
tique de  S.  A.  le  Maharajah  de  Travancore.  (aS  p.) 


MÉMOIRES  DE  LA  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bor- 
deaux. —  Paris,  J.-B.  Baillière;  Bordeaux,  V^"  Chaumas.  —  Gr.  in-8"  ('). 

T.  II;  i86i-i863. 

Lespiault  (G.).  —  Mémoire  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  la 
Lune.  (02  p.) 

Abria.  —  Démonstration  de  plusieurs  formules  de  Gauss, 
relatives  à  l'actioJi  mutuelle  de  deux  aimants.  (i4  p-) 

Glotin.  —  Essai  sur  les  propulseurs  à  mouvement  alternatij . 
(14  p.) 

Lespiault  (G.).  —  Note  sur  les  petites  planètes  situées  entre 
Mars  et  Jupiter.  (3o  p.) 

Baudrimont  (A.).  —  Premier  Mémoire  sur  la  structure  des 
corps.  (34  P-) 

Le  Besgue  (V.-A.).  —  Théorème  sur  les  ellipsoïdes  associés, 
analogues  à  celui  de  Fagnano  sur  les  arcs  d'ellipse.  (6p.) 

(')  Ces  Mémoires  se  publient,  depuis  i835,  par  fascicules  paraissant  à  des  époques 
indéterminées.  Pour  les  sept  premiers  Volumes,  nous  indiquerons  seulement  les  titres 
des  principaux  travaux  mathématiques  qu'ils  renferment. 
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Glotin.  —  De  quelques  moyens  pratiques  de  diviser  les  angles 
en  parties  égales.  [16  p. 5  i  pi.) 

T.  III;  i864-i865. 

Le  Besgue  (V.-A.).  —  Tables  diverses  pour  la  décomposition 
des  nombres  en  leurs  facteurs  premiers.  (38  p.) 

Baldrimo?{t  (A.).  —  Deuxième  Mémoire  sur  la  structure  des 
corps.  (92  p.) 

Baudrimont  (A.).  —  Propagation  des  ondes  dans  les  milieux 
isaxiques  et  hétéraxiques.  (18  p.) 

Le  Besgue  (V.-A.).  —  Tables  donnant,  pour  la  moindre  racine 
primitive  d'un  nombre  premier  ou  puissance  d'un  nombre  pre- 
mier :  \°  les  nombres  qui  correspondent  aux  indices;  2°  les  in- 
dices des  nombres  premiers  et  inférieurs  au  module.  (44  P-) 

T.  IV;  18G6-1867. 

LoBATCHEFSKY  (N.-L).  —  Etudes  géométriques  sur  la  théorie 
des  parallèles.  Suivi  d'un  Extrait  de  la  Correspojuiance  de 
Gauss  et  de  Schumacher.  (Traduit  par  J.  HoûeL)  (46  p.) 

Péchadergne.  —  Note  sur  le  phénomène  de  dépolarisation 
apparente  de  la  lumière  dans  son  passage  à  travers  une  lame 
cristallisée .  (3p.) 

HoûEL  (J.)-  —  Recueil  de  formules  et  de  Tables  numériques. 
(lxxi-64  P-) 

T.  V;  Î867-1868. 

HoiJEL  (J.).  —  Théorie  élémentaire  des  quantités  complexes. 
i""^  Partie  :  algèbre  des  quantités  complexes.  (64  p-l 

Lespiault  (G.).  —  TJiéorie  géométrique  de  la  variation  des 
éléments  des  planètes.  (26  p.) 

BoLYAi  (J.).  —  La  Science  absolue  de  l'Espace.  Précédé  d'une 
Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  W.  et  de  J.  Bolyai,  par 
Fr.  ScHMiDT.  (Traduit  par  J.  HoiieL)  (60  p.) 

Lacolonge  (O.  de).  —  Uîi  puits  doit-il  être  ouvert  ou  foncé? 

(i4p.) 
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Lacolojnge  (O.  de).  —  Examen  de  divers  moyens  proposés 
pour  faire  contribuer  la  traction  à  l' adhérence  des  locomotives. 
(i3p.) 

Valat.  —  Des  polyèdres  semi-réguliers,  dits  solides  d' Arclii- 
mède.  (5i  p.) 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  les  faits  qui  servent  de  base  à  la  Géo- 
métrie. (7  p.) 

HoiJEL  (J.).  —  Sur  une  formule  de  Leibnitz.  (10  p.) 

Lespiatjlt  (G.).  —  lliéorie géométrique  des  tautochrones,  dans 
le  cas  oii  la  force  est  fonction  de  l'arc  à  parcourir .  (6  p.) 

T.  YI;  1868 -1870. 

HoÛEL  (J.)-  —  Tliéorie  élémentaire  des  quantités  complexes . 
2^  Partie  :  Théorie  des  fonctions  uniformes .  (i44  P-) 

CollijNS  (M.).  —  Mélanges  de  Géométrie.  (i4  p.,  2  pi-',  a^igl-) 

LiNDER.  —  Du  nombre  des  freins  qu'il  convient  d' introduire 
dans  les  trains  de  chemin  de  fer.  (82  p.) 

Frenet  (F.).  —  Sur  une  formule  de  Gauss.  (8p.) 
Expression  de  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  en  coor- 
données curvilignes. 


îd' 


T.  VII;  1869. 

Linder.  —  Note  sur  les  variations  séculaires  du  magnétisme 
terrestre.  (20  p.) 

T.  VIII;  1870-1872. 

HoÛEL  (J.).  —  Note  sur  l'impossibilité  de  démontrer  par  une 
construction  plane  le  principe  de  la  théorie  des  parallèles  dit 
posTULATUM  d'EucUde.  (8  p.) 

Abri  A.  —  Sui'  les  couleurs  des  lames  cristallisées  dans  la  lu- 
mière polarisée.  (21  p.) 

Abri  A.  —  Observations  sur  les  variations  horaires  de  la  décli- 
naison de  V aiguille  aimantée,  du  lundi  29  au  mardi  3o  août 
1870. 


I 
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HoiJEL  (J,).  —  Tliéorie  élémentaire  des  quantités  complexes . 
3^  Partie  :  Tliéorie  des  fonctions  multiforîjies .  (yp  p.) 

Cette  nouvelle  Partie  de  l'Ouvrage  de  M.  Hoiiel,  dont  il  a  été 
fait,  comme  des  autres,  un  tirage  à  part,  comprend  l'étude  des 
fonctions  multiformes,  et  nous  allons  mettre  sous  les  yeux  de  nos 
lecteurs  le  tableau  des  principales  divisions  de  l'Ouvrage  de  notre 
collaborateur. 

Chapitre  P"".  Transformation  d'une  fonction  multiforme  en  fonc- 
tion uniforme,  au  moyen  des  surfaces  de  Riemann.  —  §  I.  Introduc- 
tion. §11.  Des  fonctions  multiformes  en  général.  §111.  Représen- 
tation des  fonctions  multiformes  à  plusieurs  points  de  ramification. 
§  JV.  Des  points  de  ramification  à  l'infini. 

Chapitre  II.  Etude  d'une  fonction  multiforme  dans  le  voisinage 
d'un  point  donné.  —  §  I.  De  la  déformation  continue  des  surfaces. 
§  II.  Résidus  et  indices  des  points  de  ramification. 

Chapitre  m.  Intégrales  des  fonctions  multiformes.  —  §1.  Ordre 
de  connexion  des  surfaces.  §11.  Nombre  des  contours  d'une  surface 
d'un  ordre  de  connexion  donné.  Détermination  de  l'ordre  de  con- 
nexion d'une  sphère  multiple.  §111.  Réduction  à  une  sphère  sim- 
plement connexe  de  la  sphère  correspondant  à  la  fonction 
V (-  —  '^i)  (-  —  c^).  .  .'^z  —  c',„) .  §  IV'.  Intégrale  d'une  différentielle 
uniforme  et  continue  sur  une  portion  donnée  de  la  sphère  de 
Riemann. 

Chapitre  IV.  Application  des  principes  précédents  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  —  §  I.  Propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions 3-  d'un  seul  argument.  §11.  Inversion  de  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce. 

Freket  (F.).  —  Note  sur  la  fonction  0  de  Jacohi.  (i  i  p.) 

Voici  comment  l'auteur  expose  le  but  et  les  résultats  de  son 
étude  :  «  Dans  l'intéressant  Ouvrage  qu'il  a  consacré  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  (^),  ]M.  Schellbach,  s'inspirant  des  leçons  et 
de  l'exemple  de  Jacobi,  a  pris  pour  point  de  départ  la  fonction  0, 
que  le  grand  géomètre  a  introduite  dans  l'Analyse.  A  l'aide  d'un 
petit  nombre  de   notions  simples,  il  parvient  rapidement  à  cette 


(')  Die  Lehre  von  den  elUptischen  Integralen   iiiid  den    Theta-Fiinclionen.   Berlin, 
i8G'|.  I  vol.in-80. 
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fonction  célèbre,  et  en  établit  l'une  des  propriétés  les  plus  impor- 
tantes. Ce  résultat  nous  a  paru  très-digne  d'attention,  et  nous 
croyons  utile  de  le  reproduire  ici.  Il  nous  semble  que  l'on  ne  verra 
pas  sans  intérêt  comment  on  arrive  presque  immédiatement  à 
cette  conception  analytique  vraiment  merveilleuse,  qui  n'embrasse 
pas  seulement  toute  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  mais  qui 
domine  encore,  grâce  aux  beaux  travaux  des  Gopel  et  des  Rosen- 
bain,  le  cliamp  beaucoup  plus  vaste  des  transcendantes  abéliennes. 
11  faut  convenir  toutefois  cpie  l'auteur,  pressé  d'en  venir  aux  appli- 
cations, a  présenté  ses  calculs  d'une  manière  peu  naturelle.  Aussi, 
tout  en  respectant  le  fond  des  idées,  nous  avons  cru  devoir  en 
clianger  l'ordre  et  en  développer  l'exposition,  et,  nous  efforçant 
avant  tout  d'être  clair,  nous  avons  essayé  de  présenter  le  sujet  sous 
la  forme  la  plus  élémentaire  qu'il  puisse  comporter  ». 

HoiJEL  (J.).  —  Su7'  une  simplification  apportée  par  M.  F.  Bun- 
NiER  à  la  méthode  de  Flower,  pour  l'usage  des  Tables  de  Loga- 
rithmes abrégées.  (9  p.) 

Datiboux  (G.).  —  Sur  les  théorèmes  d' Ivorj  relatifs  aux  sur- 
faces homofocales  du  second  degré.  (84  p-) 

Ce  travail  est  surtout  consacré  au  développement  de  certaines 
propriétés  focales  des  surfaces  du  second  ordre.  Il  a  pour  base  les 
beaux  théorèmes  développés  par  Jacobi  dans  une  Lettre  à  Steiner, 
publiée,  en  i834:  ^^^^^  ^^  Journal  de  Crelle,  t.  42,  p.  i3  [voir 
aussi  Journal  de  Liomdlle,  t.  XI,  p.  287).  Le  Mémoire  de  Jacobi 
n'a  jamais  été  publié  en  entier  5  mais,  depuis  la  mort  de  l'illustre 
géomètre,  M.  Hermès  en  a  communiqué  des  fragments,  qui  ont  été 
insérés  dans  le  Journal  de  M.  Borcliardt  et  dans  le  t.  III  des  OEuvres 
mathématiques  de  Jacobi. 

L'auteur  étudie  d'abord  la  transformation  suivante.  Etant  donnés 
deux  triangles  abc,  ABC,  on  fait  correspondre  à  un  point  m  de 
l'une  des  iîgures  un  point  M  de  l'autre,  tel  que  l'on  ait  MA  =  //z/ï, 
MB  =  mZ>,  MC  =  me.  L'étude  de  ce  mode  de  transformation  con- 
duit aux  propriétés  métriques  focales  signalées  par  Jacobi  et  à  plu- 
sieurs autres  qui  sont  nouvelles.  Nous  signalerons  la  suivante.  Si 
l'on  sait  trouver  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point 
avec  une  loi  d'attraction  représentée  par  la  fonction  cp(/-),  on  saura 
trouver  l'attraction  du  même  ellipsoïde  avec  la  loi  d'attraction  dé- 
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finie  par  la  formule 

9  ( ^a-h  r')  ^        • 

y  a  -T-  /•- 

L'auteur  examine  aussi  les  propriétés  focales  des  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  qu'il  a  proposé  d'appeler  cjclides  (  voir  plus  haut, 
p.  SA). 

Darboux  (G.).  —  Sur  une  classe  remarquahle  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques,  i''^  et  2*  Parties.  (60  p.) 

Ce  travail  est  la  reproduction  d'un  Mémoire  présenté  en  1869  à 
l'Académie  des  Sciences,  et  sera  continué  dans  le  Volume  suivant. 
Il  en  a  été  fait  un  tirage  à  part  comme  du  précédent  [voir  plus  haut, 
p.  02,  et  t.  W  ,  p.  64). 
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4.  Mémoire  sur  divers  problèmes  de  probabilité.  T.  XX, 
181 1-1812.  [^Ç>  p.) 

5.  Observation  de  l'opposition  de  Jupiter,  faite  à  l'Observatoire 
de  Turin  [i8i3].  T.  XX,  1811-1812.  (6  p.) 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  V.  (Août  1873.)  ^ 
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6.  Mémoire  sur  le  mouvement  d'une  ligne  d'air  et  sur  le  mou- 
vement des  ondes  dans  le  cas  où  les  vitesses  des  molécules  ne  sont 
pas  supposées  très-petites  [i8i3].  T.  XX,  1811-1812.  (21  p.) 

7.  Sur  la  latitude  et  la  longitude  de  l'Observatoire  de  Turin. 
T.  XXII,  i8i3-i8i4.  (55  p.) 

IIÏ.  Memorie  délia  R.  Accndcnnn  délie  Scienze  di  Torino.  In-4°. 

8.  IMémoire  sur  les  intégrales  définies.  T.  XXIII,  18 18.  (46  p.) 

9.  Observations  astronomiques  faites  à  l'Observatoire  de  l'Aca- 
démie de  Turin.  T.  XXIII,  1818.  (55  p.) 

10.  Solution  de  diflérents  problèmes  relatifs  à  la  loi  de  la  résul- 
tante de  l'attraction  exercée  sur  un  point  matériel  par  le  cercle,  les 
couches  cylindriques,  et  c|uelques  autres  corps  qui  en  dépendent 
par  la  forme  de  leurs  éléments.  T.  XXIY,  1819.  (62  p.) 

11.  Note  sur  la  théorie  des  ondes  donnée  par  Poisson.  T.  XXV, 
1820.  (42  p.) 

12.  Note  sur  une  nouvelle  expression  analytique  des  nombres 
bernoulliens,  propre  à  exprimer  en  termes  finis  la  formule  générale 
pour  la  sommation  des  suites.  T.  XXV,  1820.  (16  p.) 

13.  Note    sur   l'intégration    de    1  équation  -j^   -\-  gx'" j' =:  o. 

T.  XXVI,  1821.  (2  Art.,  20-10  p.) 

14.  Recherches  analytiques  sur  la  densité  des  couches  de  l'atmo- 
sphère et  la  théorie  des  réfractions  astronomiques  [i  822] .  T.  XXVI, 
1823.  (i8op.) 

15.  Ptelazione  délie  operazioni  astronomiche  eseguite  in  Savoia 
dai  due  astronomi  Plana  e  Carlini,  per  la  misura  di  un  parallelo 
terrestre.  T.  XXVIII,  1824. 

16.  Rapport  sur  les  travaux  entrepris  pour  comparer  avec  le 
mètre  l'ancienne  coudée  trouvée  à  Memphis,  etc.  (avec  Bidone}. 
T.  XXX,  1826. 

17.  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  de  Laplace,  ayant  pour  titre  : 
«  Sur  les  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  »,  im- 
primé dans  la  Connaissance  des  Tenis  pour  l'année  1829.  —  Pie- 
marques  sur  les  formules  relatives  au  mouvement  du  dernier  satel- 
lite de  Saturne,  obtenues  par  M.  de  Laplace  dans  la  page  i3  de 
son  Mémoire  «  Sur  divers  points  de  Mécanique  céleste  »,  imprimé 
dans  la  Connaissance  des  Tenis  pour  l'année  1829,  —  Remarque 
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sur  l'inégalité  de  Mercure  à  longue  période.  —  T.  XXXI,  1827. 
(18-8  p.) 

/In  V 

18.  Sur  l'intégration  de  l'équation  linéaire  -y^  -h. .  .,  dans  le 

cas  particulier  où  le  polynôme  Z  =  z"  + .  .  . ,  renferme  un  nombre 
quelconque  de  racines  égales  [1828].  T.  XXXI,  1827.  [iZ  p.) 

19.  Observations  astronomiques  faites,  en  1822-1825,  à  l'Obser- 
vatoire Royal  de  Turin,  précédées  d'un  Mémoire  sur  les  réfractions 
astronomiques.  T.  XXXII,  1828. 

20.  Méthode  élémentaire  pour  découvrir  et  démontrer  la  possi- 
bilité des  nouveaux  théorèmes  sur  la  tliéorie  des  transcendantes 
elliptiques,  publiés  par  M.  Jacobi  dans  le  n**  i23  du  Journal  Astro- 
noniiscke  Nachrichteii  [1828].  T.  XXXIII,  1829.  (24  p.) 

21.  Mémoire  sur  la  partie  du  coefficient  de  la  grande  inégalité 
de  Jupiter  et  Saturne,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice [1828].  —  Note  relative  au  cinquième  article  du  Mémoire  in- 
titulé :  c(  Sur  la  partie  du  coefficient  de  la  grande  inégalité,  etc.  » 
T.  XXXI V,  i83o.  (43-2  p.) 

22.  Note  sur  le  calcul  de  la  partie  du  coefficient  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter  et  Saturne,  qui  dépend  du  carré  de  la  force 
perturbatrice  [1829].  T.  XXXV,  i83i.  (76  p.) 

23.  Mémoire  sur  le  développement  des  termes  du  cinquième 
ordre,  qui  font  partie  du  coefficient  de  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter et  Saturne  [i832].  T.  XXXVI,  i833.  (i36  p.) 

2-4.  Passaggio  délia  cometa  di  Biela  pel  suo  perielio.  T.  XXXVII, 
1834. 

2o.  Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  pendule  dans  un  milieu 
résistant.  T.  XXXVIII,  i835.  (167  p.) 

IV.  Memorie  dclla  R.  Accndcmia  di  Torino.  Série  II".  In-4*'. 

26.  INIémoire  sur  la  chaleur  des  gaz  permanents.  T.  V,  i843. 

(84  p.)  (^).    _  ^ 

27.  Mémoire  sur  la  découverte  de  la  loi  du  choc  direct  des  corps 
durs,  publiée  en  1667  par  Alphonse  Borelli,  et  sur  les  formules 
générales  du  choc  excentrique  des  corps  durs  ou  élasticjues,  avec  la 


(')  Voir  Rendiconto  délie  adunanze  e  de'  lavori  délia  Reale  Accademia  délie  Scienze 
di  Napoli.  T.  IV,  1845.  (In-/|0,  10  p.) 

5. 
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solution  de  trois  problèmes  concernant  les  oscillations  des  pendules  ; 
suivi  d'un  Appendice  où  l'on  expose  la  tliéorie  des  oscillations  et 
de  l'équilibre  des  barreaux  aimantés.  T.  Yl,  i844-  (212  p.) 

28.  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  de 
deux  sphères  conductrices  complètement  isolées.   T.  YII,    i845. 

(4ip.)(^)- 

29.  Suir  ecclisse  del  Sole  avvenuto  il  2.5  aprile  1846.  T.  IX, 
1848. 

30.  Reclierclies  analytiques  sur  la  découverte  de  la  loi  de  la 
pesanteur  des  planètes  vers  le  Soleil ,  et  sur  la  théorie  de  leur  mou- 
vement elliptique,  i"  Pa?'tie  [1847].  T.  IX,  1848.  (86  p.).— 
Q."  Partie  :  Sur  les  coefficients  qui  multiplient  les  termes  pério- 
diques dans  le  développement  de  plusieurs  fonctions  des  coordon- 
nées du  mouvement  elliptique.  T.  X,  1849. 

31.  Note  sur  la  proposition  LXXI  du  premier  Livre  des  Prin- 
cipes de  Newton.  T.  XI,  i85i.  (8  p.) 

32.  Note  sur  les  propositions  LXXX  et  LXXXIV  du  premier 
Livre  des  Principes  de  Newton.  T.  XI,  i8di.  (8  p.) 

33.  Mémoire  sur  une  nouvelle  solution  algébrique  de  l'équa- 
tion à  deux  termes  x" —  1  =  0,  n  étant  un  nombre  premier  [i8jo]. 
T.  XI,  i85i.  (56  p.) 

34.  Note  sur  l'expérience  communiquée  par  M.  Léon  Foucault, 
le  3  février  i85i,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  [i8ji]. 
T.  XIII,  i852.  (18  p.) 

35.  Mémoire  sur  la  théorie  de  l'action  moléculaire  appliquée  à 
l'équilibre  des  fluides,  et  à  la  pression  qu'ils  exercent  contre  les 
surfaces  planes  ou  courbes  [i852].  T.  XIV,  i854-  (i3o  p.) 

36.  Mémoire  sur  la  connexion  existant  entre  la  hauteur  de  l'at- 
mosphère et  la  loi  du  décroissement  de  sa  température  [i853]. 
T.XY,  i855.  (62  p.) 

37.  Mémoire  sur  la  formation  de  l'équation  du  quatrième  et  de 
celle  du  sixième  degré,  desquelles  dépend  la  solution  littérale  de 
1  équation  générale  du  cinquième  degré,  suivant  la  méthode  pro- 
posée par  Lagrange  en  1771-  T.  X\I,  1807.  (56  p.) 

38.  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  inté- 
lieure  et  sphérique  d'une  sphère  creuse  de  métal,  et  à  la  surface 

(')  Voir  Atù  délia  sesta  Riuiiione  degli  Scienzati  Italiani.  i8/(^.  (In-^°,  4  P-) 
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d'une  autre  sphère  conductrice  élcctriséc  que  l'on  tient  isolée  dans 
la  cavité  [i854].  T.  XVI,  iSSy.  (4o  p.) 

39.  Démonstration  nouvelle  de  l'équation 

9  (/ H- x.\l—  i)-\-o[t  —  x s!—  I )  =  7  ao (/  )  +  a'  [9(/  -J-  .r)  +  9(i  —  jc)] 

H-a"[9(f  H-  2x)— 9(^—  ix)] 
-4-a"'[9(^  +  3^)+9(/  — 3:c)]-+-.  .  . 

donnée  par  Lagrange  pour  exprimer  la  valeur  réelle  de  la  somme 
de  deux  quantités  imaginaires,  en  supposant  connues  les  valeurs 
de  cj»  {t)  par  le  moyen  d'une  courbe.  T.  XVI,  i85^.  (i4  p.) 

40.  Mémoire  sur  l'application  du  principe  de  l'équilibre  magné- 
tique à  la  détermination  du  mouvement  qu'une  plaque  horizontale 
de  cuivre,  tournant  uniformément  sur  elle-même,  imprime,  par 
réaction,  ou  à  une  aiguille  aimantée  assujettie  à  lui  demeurer 
parallèle,  ou  à  une  aiguille  d'inclinaison  mobile  dans  un  plan  ver- 
tical fixe.  T.  XVII,  i858.  (98  p.) 

41.  Note  sur  la  théorie  de  la  lumière  polarisée.  T. XVIII,  iSSp. 

42.  Mémoire  sur  l'équation  séculaire  du  moyen  mouvement  de 
la  Lune.  T.  XVIII,  1859.  (59  p.) 

43.  Recherches  historiques  sur  la  première  explication  de  l'équa- 
tion séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  d'après  le  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle.  T.  XVIII,  1859.  ['j'j  p.) 

44.  Note  sur  le  procès  de  Galilée  [i858].  T. XVIII,  1809.  (12p.) 

45.  Mémoire  sur  un  rapprochement  nouveau  entre  la  théorie 
moderne  de  la  propagation  linéaire  du  son,  dans  un  tuyau  cylin- 
drique horizontal  d'une  longueur  indéfinie,  et  la  théorie  des  pul- 
sions, exposée  par  Newton  dans  les  deux  propositions  XLVII 
et  XLIX  du  2«  Livre  des  Principes  [1857].  T.  XVIII,  1859.  (83p.) 

46.  Mémoire  sur  le  mouvement  conique,  à  double  courbure, 
d'un  pendule  simple,  dans  le  vide,  abstraction  faite  de  la  rotation 
diurne  de  la  Terre  [1857].  T.  XVIII,  1839.  (36  p.) 

47.  Note  sur  les  pages  68,  69  et  75  du  second  Volume  des  Opiis- 
ciila  analytica  d'Euler,  publié  en  1785.  T.  XVIII,  1809.  (4  P-) 

48.  Mémoire  sur  les  formules  propres  à  déterminer  la  parallaxe 
annuelle  des  étoiles  simples  ou  optiquement  doubles  [i8o8]. 
T.  XVIII,  1859.  (16  p.) 
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49.  iSote  sur  un  passage  de  la  Préface  à  la  seconde  édition  des 
Principia  matlieniatica  de  Newton,  composée  en  171 3  par  Roger 
Cotes.  T.  XIX,  1861.  (4  p.) 

50.  jMémoire  sur  la  célèbre  expérience  de  Newton  contre  la  pos- 
sibilité de  l'achromatisme  par  la  réfra<?tion  de  la  lumière  à  travers 
deux  substances  différentes  [i858].  T.  XIX,  1861.  (18  p.) 

51 .  Mémoire  sur  l'observation  de  l'éclipsé  partielle  du  Soleil 
du  i5  mars  i858  [i858].  T.  XIX,  1861.  (8  p.) 

52.  Sur  la  Théorie  de  la  Lune  :  Lettres  à  M.  Lubbock  [1860]. 
T.  XIX,  1861.  (24  p.) 

53.  Note  sur  un  cas  particulier  du  mouvement  elliptique  [1860]. 
T.  XIX,  1861.  (i4p.) 

54.  Sur  les  coefficients  théoriques  déterminés  par  Tobie  Mayer 
relativement  aux  deux  inégalités  lunaires  en  longitude  ayant  pour 
arguments  (2E  —  ig  -\-  c  m)nt^  (2E — ig — c'in)nt.  T.  XIX, 
1861.  (6  p.)  {'). 

55.  Nota  suir  ccclisse  parziale  del  Sole  visibile  in  Torino,  nel 
giorno  18  Luglio  1860.  T.  XX,  i863.  (2p.) 

56.  Lettre  à  M.  Poisson  avec  sa  réponse  [1828].  T.^X,  i863. 

57.  Osscrvazioue  del  passaggio  di  ]Mcrcurio  sul  disco  del  Sole, 
fatta  al  R.  Osservatorio  di  Torino,  la  mattina  del  12  Novembre 
1861.  T.  XX,  i863.  (2p.) 

58.  Mémoire  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  corps 
solide  lancé  vers  la  Terre,  entre  les  centres  de  la  Lune  et  de  la 
Terre,  supposés  fixes  immédiatement  après  l'impulsion  [1859]. 
T.  XX,  i863.  (86  p.) 

59.  Réflexions  sur  la  Préface  d'un  Mémoire  de  Lagrange  inti- 
tulé :  «  Solution  d'un  problème  d'Arithmétique  »,  publié  dans  le 
t.  IV  des  Miscellanea  Taurinensia .  T.  XX,  i863.  (2  art.,  22-4  p.) 

60.  IMémoire  sur  la  théorie  des  nombres  [1839].  T.  XX,  i863. 
(38  p.) 


(')  Ce  Mémoire  et  le  précédent  sont  indiqués  dans  la  Table  des  matières  du  Volume 
sous  le  titre  commun  de  : 

53-54.  Mémoire  sur  l'expression  analytique  des  deux  inégalités  à  longue  période 
produites  par  l'attraction  de  Vénus  sur  la  longitude  de  la  Lune  [1860].  (20  p.) 

Le  Mémoire  n°  54  avait  déjà  paru  dans  les  Astronomische  JSachrichten.  Voir  n"  138. 
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61.  Réllexious  sur  les  objections  soulevées  par  Arago  contre  la 
priorité  de  Galilée,  pour  la  double  découverte  des  taches  solaires 
noires  et  de  la  rotation  uniforme  du  globe  du  Soleil  [i  860].  T.  XX, 
i863.  (38  p.) 

62.  Mémoire  sur  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques  [1860]. 
T.  XX,  i863.  (106  p.) 

63.  Note  sur  l'origine  de  la  fonction  W  définie  au  commence- 
ment du  premier  paragraphe  du  «  Mémoire  sur  la  théorie  des  trans- 
cendantes elliptiques.  »  T.  XX,  i863.  (8  p.) 

64.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  rela- 
tives au  mouvement  des  comètes,  établies  suivant  l'hypothèse  de  la 
force  répulsive  définie  par  M.  Faye,  et  suivant  l'hypothèse  d'un 
milieu  résistant  dans  l'espace  [1861].  T.  XXI,  1864.  (18  p.) 

60.  ÏNlémoire  sur  un  état  hypothétique  des  surfaces  de  niveau 
dans  les  nébulosités  qui  entourent  le  noyau  des  comètes,  supposé 
solide  et  sphérique  [1862].  T.  XXI,  1864.  (Sj  p.) 

66.  Mémoire  sur  l'expression  du  rapport  qui  (abstraction  faite 
de  la  chaleur  solaire)  existe,  en  vertu  de  la  chaleur  d'origine,  entre 
le  refroidissement  de  la  masse  totale  du  globe  terrestre  et  le  refroi- 
dissement de  sa  surface  [i863].  T.  XXII,  i865.  (78  p.) 

67.  Mémoire  sur  la  loi  du  refroidissement  des  corps  sphériques 
et  sur  l'expression  de  la  chaleur  solaire  dans  les  latitudes  circum- 
polaires de  la  Terre  [i863].  T.  XXII,  i865. 

68.  ^lémoire  sur  les  formules  du  mouvement  circulaire  et  du 
mouvement  elliptique  [i864].  T.  XXIV,  1868.  (44  p.) 

V.  Mcinorie  di  Matematica  e.  di  Fisicn  délia  Società  Italiana  délie  Scienze , 
résidente  in  Modena.  In-4''. 

69.  Memoria  sulla  teoria  dell'  attrazione  degli  sferoidi  ellittici. 
T.  XV,  1811.  (21  p.) 

70.  Memoria  sopra  la  costruzione  délia  curva  nella  quale  larco  s 

è  dato  in  funzione  di-^-  T.  X^I,  18 13. 

71 .  Soluzione  générale  di  un  problema  di  probabilità.  T.  X^  III, 
1818.  (i5p.) 

72.  Sopra  il  movimento  di  un  punto  materiale  attratto  da  due 
centri  fissi,  l'uno  di  quesli  essendo  supposto  infinitamente  lontano. 
T.  XIX,  1821.  (17  p.) 
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73.  Memoria  intorno  al  raggio  assoluto  ciel  circolo  osculatore  ed 
aile  evolute  délie  curve  a  doppia  curvatiira  descritte  sopra  la  super- 
ficie délia  sfera.  T.  XXIV,  1848.  (19  p.) 

VI.  Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  par  J,-D.   GergoNNE. 

Nîmes.  In-4°. 

74.  Mémoire  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques  homo- 
gènes. T.  III,  i8i2-i8i3.  (7  p.) 

75.  Sur  le  développement  des  puissances  des  cosinus  en  cosinus 
d'arcs  multiples.  T.  XI,  1820-1 821.  (6  p.) 

76.  Éclaircissements  sur  la  théorie  de  l'intégrale  /  ^ •>  prise 

^         J   logx    ^ 

depuis  x^=  o.  T.  XII,  1821-1822.  (i3  p.) 


VII.  Journal  de  VÈcole  Polytechnique.  Paris.  In-4''. 

77.  Mémoire  sur  les  oscillations  des  lames  élastiques.  T.  X, 
i8i5.  (2  art.,  47-2  p.) 

VIII.  Bihliotcca  Jtaliana,  ossia  Giornale  di  Litteratura,  Scienze,  etc. 
Milano.  In-8°. 

78.  Riflessioni  sopra  la  i""  Parte  dell'  Opéra  del  Sig.  Ant.  Tadini 
intitolata  :  «  Del  movimento  e  délia  misura  délie  acque  correnti  ». 
T.  m,  1816.  (20  p.) 

IX.  Zeitschrift  fiir  Astronomie  ;  von  B.  Lindenau  und  J.  G.  F.  Bohxenberger. 

In-8°. 

79.  Ueber  die  durch  die  Secular-Bewegung  der  Ebene  der  Eclip- 
tik  bewirkten  Veranderungen  in  der  Lage  der  Fixsterne.  T.  IV, 
1817.  (21  p.) 

80.  Sternbedeckungen.  T.  V,  1818.  (2p.) 

81.  Allgemeine  Formeln  um  nach  der  ]Methode  der  kleinsten 
Quadrate  die  Verbesserungen  von  6  Elementen  zu  berechnen  und 
zugleich  das  jeder  derselben  zukommcnde  Gcw^icht  zu  bestimmen, 
T.  VI,  18x8.  (16  p.) 

X.  Effemcridi  astrojiomiclie  di  Milano.  In-4°. 

82.  Metodo  analitico  per  determinare  la  figui\a  apparente  dell' 
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■  à  la 
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A 
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(5  p.)  (M- 

144.  Nota  suUa   formazione   probabile  délia  moltitudine  dcgli 

asteroidi,  clie  tra  Marte  e  Giove  circolano  intorno  al  Sole.  T.  XIII, 
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SIR  LA  POSSIBILITÉ  DE  REPRÉSENTER  IINE  FONCTION  PAR  INE  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQliE  ; 

VxR  B.  RIEMANN. 

(Suite.) 

§9. 

A  l'aide  de  ces  trois  théorèmes,  on  peut  énoncer  les  propositions 
suivantes  sur  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  par  une 
série  trigononiétrique  dont  les  termes  finissent  par  devenir  infini- 
ment petits  pour  toute  valeur  de  l'argument. 

I.  Pour  qu'une  fonction  périodique,  ayant  2  7r  pour  période, 
puisse  être  représentée  par  une  série  trigononiétrique  dont  les 
termes  finissent  par  devenir  infiniment  petits  pour  toute  valeur  de 
X.  il  faut  qu'il  existe  une  fonction  continue  F(^),  donty(x)  dé- 
pende de  telle  manière  que  l'expression 

F(x+a:-f-(3)  — F(.r +  «  — [3)  — Ff.r  —  a  +  (3)  -y  F(.r  —  g  —  ,3) 

où  a  et  |3  sont  des  infiniment  petits  dont  le  rapport  est  fini,  con- 
verge \ersf[x). 


('  )  Voir  Corrispondenza  scientifica  in  Roma  per  l'M-anzamento  délie  Scienze.  T.  IV, 
i85G.  (In-4'^,  2  p.) 
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Il  faut,  de  plus,  que  l'intégrale 


p-    /     F(^)co.S|y. (^  —  a)l[x)dx, 


lorsque  "k^x)  et  X'(x)  sont  nuls  aux  limites  Z>,  c,  et  demeurent  finis 
entre  ces  limites,  et  que  1"  [x)  n'a  pas  un  nombre  inlini  de  maxima 
et  de  minima,  devienne  infiniment  petite  quand  p.  augmente  indé- 
finiment. 

II.  Piéciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  il  y  a  une 
série  trigonométrique,  dans  laquelle  les  coefficients  finissent  par  de- 
venir infiniment  petits,  et  qui  représente  la  fonction  toutes  les  fois 
qu'elle  est  convergente. 

Déterminons,  en  effet,  les  quantités  C,  Aq,  de  telle  manière  que 

F(x)  —  C'x  —  Ao  —  soit  une  fonction  périodique,  de  période  2  7r, 

et  développons  cette  fonction  d'après  la  méthode  de  Fourier  dans  la 
série  trigonométrique 

CA I         A  2         A3 

'       4       9 


en  faisant 


2 

alors,  d'après  ce  qui  précède, 


■^    r  '  ""  [fIO  -  et  -  A„  n  dt  =  C, 

F(0  —  C'^—  Ao-     cosn(: 


i,=  ~'2iC     "    F(0- C'/- Ao^lcos«(.r-r 


dt 


deviendra  toujours  infiniment  petit  quand  /i  croîtra,  et,  par  suite, 
il  résulte,  du  théorème  I  de  l'article  précédent,  que  la  série 

A„  -\-  A,  4-  AîH-. .  . , 

toutes  les  fois  qu'elle  sera  convergente,  aura  pour  soiamc  J'(^x) . 

III.  Soit  b  <^x  <^c^  et  p  {t)  une  fonction  telle  que  p[t)  et 
p'{t)  aient,  pour  f  =  Z>  et  pour  t  =  c,  la  valeur  zéro,  et  qu'elles 
soient  continues  entre  ces  limites;  que  p" {t)  n'ait  pas  un  nombre  in- 
fini de  maxima  et  de  minima,  et  que  d'ailleurs,  pour  t=^x^  on  ait 
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p[t)  =  I,  p'{t)  =  o,  p"[t)=zo,  p'"{t)  et  p'^t)  demeurant  finies  et 
continues  5  alors  la  différence  entre  la  série  A^  -t-  Aj  -f- .  .  .  -f-  A„  et 
l'intégrale 


.     (in  -\-  i]  (x  —  / 
SI  ri  ^ ^ 


-r 


.       X  —  t 

sin 


F(  0 -;j^ P(  0  dt 


devient  toujours  infiniment  petite,  quand  n  croit  indéfiniment.  La 
série  sera  donc  convergente  ou  divergente,  suivant  que  l'intégrale 
précédente  tendra  ou  ne  tendra  pas  vers  une  limite  fixe,  quand  n 
croîtra  indéfiniment. 

Pour  établir  cette  proposition,  remarquons  que  l'on  a 

A,  H- A,  -4- .  .  .  4- A„ 

==M         rF(0  -  C'/-^l  y -/i^cos/i(.r -/)(//, 

ou,  à  cause  de 

n  n 

(I-cosn  {x  —  /  ) 


1  >  —  n^cosn  [x  ~  t)  =  2.\ 


sin 


dt' 

(in  -h  ï){x  —  t) 


.     X  —  t 
sin 


dp 


.    {in-hi)(x—  t) 
sin 

d^ ? 

.     X  —  t 
sin 


a,^...^a.,=-l£'[f(o-c'.-^'J ^ d. 

Or,  d'après  le  théorème  III  de  l'article  précédent,  l'intégrale 

.       {l7l  -\-  l)(x—  t) 

sin 

d' 


.     X  —  t 
Bull,  des  Sciences  mathérn.  et  astroii.,  t.  V.  (Août  1873.)  6 
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devient  infiniment  petite  quand  n  croit  indéfiniment,  si  X(f)  de- 
meure continue,  ainsi  que  sa  première  dérivée,  si  ?."(f)  n'a  pas  un 
nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  et  si,  pour  t  =  x^  on  a 
X(f)  =  o,  l'{t)  =  o,  l"{t)  =  o,  l"'{t)  et  ^'"(0  demeurant  finies  et 
continues. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  X  [t)  égal  à  i,  en  dehors  des  limites  è,  c, 
et  à  I  —  p{t)^  entre  ces  limites,  ce  qui  est  évidemment  permis,  il 
résulte  de  là  que  la  différence  entre  la  série  Ai  4-  ...  -h  A„  et  l'in- 
tégrale 

.     {7.n  +  \)(x  —  0 
sin 

o 


X  —  t 

sin 


devient  toujours  infiniment  petite,  quand  Ji  croît  indéfiniment.  On 
vérifie  facilement,  au  moyen  d'une  intégration  par  parties,  que  le 

terme 

.     (in  -^  \)(x  —  /) 


sin 
d'  — 


.     oc 
sin  — 


C'/-f-A„-     ^- ^[t)dt 


1  ]  dt 


tend  vers  Aq,  quand  n  devient  infini,  d'où  résulte  la  démonstration 
du  théorème  proposé. 

§  10. 

Il  résulte  des  recherches  précédentes  que,  si  les  coefficients  de  la 
série  O.  finissent  par  devenir  infiniment  petits  avec  -->  la  conver- 
gence de  la  série,  pour  une  valeur  déterminée  de  x,  dépend  seule- 
ment de  la  manière  dont  se  comporte  la  fisnction  dans  le  voisinage 
immédiat  de  cette  valeur. 

Pour  reconnaître  si  les  coefficients  de  la  série  deviennent  toujours 
infiniment  petits,  on  ne  pourra  pas  toujours  partir  de  leur  expres- 
sion par  des  intégrales  définies,  et  l'on  devra  avoir  recours  à  d'au- 
tres méthodes.  Il  importe  cependant  de  considérer  à  part  un  cas  où 
cette  propriété  résulte  immédiatement  de  la  nature  de  la  fonction. 
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à  savoir  :  celui  où  la  fonction  f{x)   demeure  toujours  finie  et  est 
susceptible  d'intégration. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  sépare  l'intervalle  complet  de  —  t:  à  -h  tt  en 
petits  intervalles  de  grandeurs  â'i,  d%,  (J3, .  . . ,  et  si  l'on  désigne  par 
Di,  D2,  D3,. .  .  les  plus  grandes  oscillations  de  la  fonction  dans  ces 
intervalles,  la  somme 

ô,D,  -4-  02D, +  6303-^.  . . 

devra  devenir  infiniment  petite,   quand  tous  les  ^  tendront  vers 
zéro. 

Cela  posé,  si  l'on  partage  l'intégrale    /        f^x)  sinji[x  —  a)  dx, 

«^  — T 

qui  représente,  au  facteur  -  près,  les  différents  coefficients  de  la 
série,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'intégrale 


l 


f[x)  sinn  (.r  —  a)  dx. 


prise  à  partir  de  x  =  «,  en  intégrales  partielles  correspondant  à  des 
intervalles  égaux  à  — '-■,  alors  chacune  d'elles  fournit  à  la  somme 

2 
une  portion  plus  petite  que  -  multiplié  par  la  plus  grande  oscil- 
lation daiis  son  intervalle,  et  leur  somme  est  plus  petite  qu'une 
grandeur   qui ,   d'après  les  hypothèses ,   devient  infiniment   petite 


27: 

avec 

n 


En  etfet,  ces  intégrales  sont  de  la  forme 


0^ 
'  /(•^)  sin/i(jc  —  a)dx. 


Le  sinus  est  positif  dans  la  première  moitié  de  l'intervalle,  et  né- 
gatif dans  la  seconde.  Si  donc  on  désigne  par  M  la  plus  grande  va- 
leur de  /(or)  dans  cet  intervalle,  par  m  la  plus  petite,  il  est  clair 
qu'on  augmente  l'intégrale  si,  dans  la  première  moitié  de  l'inter- 
valle, on  remplace/(a:)  par  M,  et  dans  la  seconde  moitié  par  m,  et 
que  l'on  diminue  l'intégrale  si,  dans  la  première  moitié,  on  rem- 

6. 
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place  f{jc)  par  m,  et  dans  la  seconde  par  M.  Dans  le  premier  cas 
on  obtient 

-(M- m), 
n 

et,  dans  le  second, 

-{m  —  M). 

L'intégrale,  abstraction  faite  du  signe,  est  donc  plus  petite  que 
-(M  —  m),  et,  par  suite,  l'intégrale    l  f[x)s\nn[x  —  a)  dx 

^  J  n 

est  plus  petite  que 

-(M,  —  w,)  +  -  (M:—  m,)  +  .  .  .  , 
Il  n 

si  l'on  désigne  par  M^  et  /??^  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
def{x)  dans  le  5'^"^  intervalle.  Cette  somme,  puisque /"(.r)  est  sus- 
ceptible d'intégration,  doit  devenir  infiniment  petite  toutes  les  fois 

que  l'intervalle  —  tend  vers  zéro. 

Donc,  dans  le  cas  que  nous  avons  supposé,  les  termes  deviendront 

infiniment  petits  avec  -•>  quel  que  soit  x. 

§11. 

Il  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  les  termes  de  la  série  Q.  de- 
viennent infiniment  petits  avec  -  pour  une  valeur  de  l'argument  x, 

sans  que  cela  ait  lieu  pour  toute  valeur  de  cet  argument.  Ce  cas 
peut  se  ramener  au  précédent. 

Si,  dans  les  séries  relatives  aux  valeurs  de  l'argument  x  -\-  t  et 
X  —  f ,  on  ajoute  les  termes  de  même  l'ang,  on  obtient  la  série 

2  Ao-h  2  A,  cos^  4-  2 A.  C0S2/  ■+..., 

dans  laquelle  les  termes  deviennent  infiniment  petits  avec  -   pour 

toute  valeur  de  t^  et  à  laquelle  on  peut,  par  conséquent,  appliquer 
les  méthodes  des  articles  précédents. 
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Désignons,  pour  cela,  par  G^t)  la  valeur  de  la  série  infinie 

^       „,  ,    ^'       ,    f        .    cos<        ,    C0S2/        ^    ces 3/ 

C  -4-C'x-f-  A„ r-  A„  -   —  A, Aï — A3 .  .  ■  , 

de  telle  manière  que  soit  égal  à  G[t)   pour 

toutes  les  valeurs  de  t  pour  lesquelles  les  séries  qui  représentent 
F{x  -}-  t)  et  F(x —  t)  sont  convergentes.  On  aura  alors  les  propo- 
sitions  suivantes  : 

I.  Si  les  termes  de  la  série  Cl  deviennent  infiniment  petits  avec 

-  pour  toute  valeur  de  x,  alors  la  fonction 

p.'    /    G{t)cosy.{t  —  a)l{t)rlt, 

l[t)  étant  une  fonction  définie  comme  précédemment  (§9),  de- 
vient infiniment  petite  quand  fx.  croît  au  delà  de  toute  limite.  La  va- 
leur de  l'intégrale  se  compose  de  deux  parties 


j    F{x-^  t)cosiJ.{t  —  a)}.{t)dt,     —   j    F{x  —  t)cos[j.{t  —  a)l{t)dt, 

Je  ^    Je 


toutes  les  fois  que  ces  deux  intégrales  ont  une  valeur  déterminée. 
La  valeur  de  l'intégrale  est  donc  rendue  infiniment  petite  par  la 
manière  dont  se  comporte  la  fonction  F  en  deux  points  situés  symé- 
triquement au-dessus  et  au-dessous  de  x.  Il  faut  d'ailleurs  remar- 
quer qu'il  doit  exister,  dans  le  cas  actuel,  des  points  pour  lesquels 
chacune  de  ces  parties,  considérée  en  elle-même,  ne  devient  pas  in- 
finiment petite;  car  autrement  tous  les  termes  de  la  série  Q  fini- 
raient par  devenir  infiniment  petits  avec  -  pour  toute  valeur  de 

l'argument  x.  Par  conséquent,  les  valeurs  correspondant  à  ces 
deux  points,  situés  symétriquement  par  rapport  à  jr,  doivent  alors 
se  détruire  en  partie,  de  manière  que  leur  somme  tende  vers  zéro 
quand  |ut.  croit  indéfiniment.  Il  s'ensuit  que  la  série  0  ne  peut  être 
convergente  que  pour  des  valeurs  de  la  quantité  x  pour  lesquelles 
les  points  où 


f.-    /    ¥  {x)  cosiJ.{x  —  a)l{x]dx 
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n'est  pas  infiniment  petit  pour  x  infini  sont  situés  syinétriquc- 
nient.  Si  le  nombre  de  ces  intervalles  symétriques  est  infiniment 
grand,  il  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède  que  la  série  trigo- 
nométrique  pourra  converger  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x, 

sans  que  ses  coefficients  deviennent  infiniment  petits  avec  -  pour 

toute  valeur  de  x. 

Réciproquement,  on  a 

kn=  —  - — -    /      \(j{t)  —  \^-\cosntdt, 

et,  par  suite,  A„  deviendra  infiniment  petit  avec  -•>  toutes  les  fois 

que  ij}    I     G  (f  )  cos  iJ.{t  — a)'k[t)  dt    deviendra   infiniment  petit 

quand  (x  dépassera  toute  limite. 

II.   Si  les  termes  de  la  série  Q.  deviennent  infiniment  petits  avec 

-   pour  la  valeur  x  de  l'argument,  la  convergence  ou  la  divergence 

de  la  série  dépendra  de  la  marche  de  la  fonction  G[t)  pour  une  va- 
leur infiniment  petite  de  t.,  et  la  diiîérence  entre  Aq  -4-  Ai  -h . . .  -(-  A„ 


et  l'intégrale 


.     (2/1-1-1)/ 
sin 


d' 


t 
sin 


i./>"' s,^— PC"" 


deviendra  infiniment  petite  avec  - 1   si  Z>  est  une  constante  aussi 


n 


petite  qu'on  le  voudra,  comprise  entre  zéro  et  7:,  et  p{t)  une  fonc- 
tion telle  que  p[t)^  p'i^)  soient  toujours  continues,  et  soient  égales 
à  zéro  pour  t  =  b^  et  qu'en  outre  p"  {t)  n'ait  pas  un  nombre  infini 
de  maxima  et  de  minima,  et  que,  pour  t=r.o^  on  ait  o[t)  =  o, 
p'(^)  =  o,  p"  [t)  =  o,  p'"  [t)  et  p^"  {t)  demeurant  finies  et  continues. 

§12. 

Les  conditions  nécessaires  à  la  représentation  d'une  fonction  par 
une  série  trigonométrique  peuvent  bien  être  encore  un  peu  res- 
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treintes,  et,  par  suite,  nos  recherches  peuvent  être  encore  poussées 
plus  avant,  sans  qu'il  soit  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur  la 
nature  de  la  fonction.  Par  exemple,  dans  le  dernier  théorème  ob- 
tenu, la  condition  que  p"{o)  =  o  peut  être  supprimée,  si  l'on  rem- 
place, dans  l'intégrale 

2/1  -+- 1 


sin 


'•  Jo 


.    / 

sin  - 

2 


dt' 


p{t)dt, 


G(f)parG(f)  —  (j(o)-,  mais  on  ne  gagne  ainsi  rien  d'essentiel. 

Passons  donc  à  la  considération  des  cas  particuliers,  et  proposons- 
nous  d'indiquer,  pour  le  cas  où  la  fonction  n'a  pas  un  nombre  in- 
fini de  maxima  ou  de  minima,  les  propositions  complémentaires 
qu'on  peut  encore  ajouter  au  travail  de  Dirichlet. 

Il  a  été  remarqué  plus  haut  qu'une  telle  fonction  peut  toujours 
être  intégrée  partout  où  elle  ne  devient  pas  infinie,  et  il  est  évident 
qu'elle  ne  peut  devenir  infinie  que  pour  un  nombre  limité  de  va- 
leurs de  l'argument.  Dirichlet  démontre  aussi  que,  dans  les  expres- 
sions intégrales  du  n^^"'^  terme  de  la  série  et  de  la  somme  des  n  pre- 
miers termes,  la  portion  de  l'intégrale  relative  à  tous  les  intervalles, 
à  l'exception  de  ceux  où  la  fonction  devient  infinie  et  de  l'inter- 
valle infiniment  petit  comprenant  la  valeur  de  l'argument  x,  devient 
infiniment  petite,  quand  n  croit  indéfiniment,  et  que 


.     in  -^  i  , 

.b         sin [x  —  t) 


sin 


où  o  <^  è  <^  7:,  et  où.f[t)  ne  devient  pas  infini  dans  les  limites  de 
l'intégration,  converge,  pour  n  infini,  vers  T^f[x  H-  o),  et  cette  dé- 
monstration ne  laisse  rien  à  désirer,  quand  on  supprime  l'hypothèse 
inutile  c^ef[x)  soit  continu.  Il  reste  seulement  à  rechercher  dans 
quels  cas  les  intégrales  relatives  aux  intervalles  infiniment  petits, 
dans  lesquels  la  fonction  devient  infinie,  deviennent  infiniment  pe- 
tites, quand  n  augmente  indéfiniment.  Cette  recherche  n'a  pas  été 
faite  ^  mais  Dirichlet  a  seulement  fait  voir,  en  passant,  que  cela  a 
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lieu,  dès  que  l'on  suppose  que  la  fonction  à  représenter  est  sus- 
ceptible d'intégration  5  mais  cette  hypothèse  n'est  pas  nécessaire. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que,  si  les  termes  de  la  série  0  devien- 
nent infiniment  petits  avec  -  pour  toute  valeur  de  x,  la  fonc- 
tion F(j:),  donty(a^)  est  la  seconde  dérivée,  doit  être  finie  et  con- 
tinue, et  que 

F(^  ^  oc)  —  2F(^)  ^  F(^  —  g) 
a 

est  toujours  infiniment  petit  avec  a.  Si  maintenant  la  fonction 

F'{^4-  0  — F'(^-—  t) 

n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  alors,  quand  t 
deviendra  nul,  elle  devra  tendre  vers  une  limite  finie  L  ou  devenir 
infinie,  et  il  est  évident  que 


«  Jo 


,               ,   ,         T(x-^a)  —  '2¥(x)-^¥ix  —  a] 
(x  -h  t)  —  F  [X  —  t]\at  ^= ' 


devra  de  même  converger  vers  L  ou  vers  l'infini,  et,  par  suite, 
que  cette  expression  ne  deviendra  infiniment  petite  que  si 

F'{^-i-  0  — F'i>—  0 

a  zéro  pour  limite.  D'après  cela,  sif[x]  devient  infini  pour  x  =  a, 
il  faut  que  l'on  puisse  toujours  intégrer  f{a  -+- 1)  -hf{a  —  t)  jus- 
qu'à f  =  o.  Cela  suffit  pour  que 


(jr~'-x'i>^-^< 


x)  CCS/?  .r 


converge  lorsque  e  tend  vers  zéro,  et  devienne  infiniment  petit 
quand  «croît.  Comme  d'ailleurs  la  fonction  F(x)  est  finie  et  con- 
tinue, F' {x)  doit  être  susceptible  d'intégration  jusqu'à  x  =  a^  et 
[x  —  a)  F'(x)  devenir  infiniment  petit  avec  x  —  «,  si  cette  fonc- 
tion n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  d'où  il 
suit  que 

^- ={x-  a)f{x)  -f-  F'(^-), 
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et,  partant,  que  {x  —  a)f[x)  pourra  aussi  être  intégré  jusqu'à 
X  =  a.  D'après  cela,  \  f[x)sh\n[x  —  a)  dx  peut  aussi  être  in- 
tégré jusqu'à  :r  =  rt,  et,  pour  que  les  coefficients  de  la  série  finis- 
sent par  devenir  infiniment  petits,  il  suffira  évidemment  que  l'in- 
tégrale /  f[x)s\nn[x — rt)<^j",  où  ZxC^rK^c,  devienne  infiniment 
•    Jb 

petite,  quand  w  croit.  Posonsy(j:)  [x  —  a)  =  cj'(.r)^  alors,  si  cette 
fonction,  comme  on  le  suppose,  n'a  pas  un  nombre  infini  de  maxima 
et  de  minima,  on  aura,  pour  n  infini, 

c''  r"  oix] 

I     f{x)sinn{x  —  a)Jx  7=    /      -^ sinnf.r  —  a)dx 

Jù  Jb    ^  —  (^ 

(p{a  -J-  o)  -i-  cp(a  —  o) 
'  — — 1 

comme  Diriclilet  l'a  prouvé.  En  conséquence, 

cp(a  ^  t)-h  o{a  —  t)  =f{a  -f-  t).t  —f{a  —  t).t 
doit  devenir  infiniment  petit  avec  f ,  et  comme 

peut  être  intégré  jusqu'à  f  =  o  et  que,  par  suite, 

f{a-i-  t).t-hf{a  —  t).t 

est  infiniment  petit  avec  f,  on  voit  ç[\xe  f  [a -^  t)  .t  et  dM?,û  f[a  —  t)  .t 
doivent  être  infiniment  petits  avec  t.  En  faisant  abstraction  des 
fonctions  qui  ont  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima,  nous 
voyons  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  la  représentation  d'une 
fonction  par  une  série  trigonométrique  dont  les  termes  sont  in- 
finiment petits  avec  -y  que,   si  elle  devient  infinie  pour  x  =  a^ 

f[a-ht).t  et  f{a  —  t)  .t  soient  infiniment  petits  avec  f,  et  que 
f{a  -f-  t)  -T-  J\a  —  t]  puisse  être  intégré  jusqu'à  t  =  o. 

Une  série  trigonométrique  dont  les  coefficients  ne  finissent  pas 
par  devenir  infiniment  petits  ne  peut  représenter  que  pour  un 
nombre  fini  de  valeurs  de  x  une  fonction  qui  n'a  pas  un  nombre 


90  BULLETLN  DES  SCIENCES 

infini  de  maxima  et  de  minima,  parce  que 


jtz'    /     F{x)cosu.{j:  —  a)l{x)(lx 


ne  peut  cesser  d'être  infiniment  petit,  pour  p  infini,  que  pour  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  x.  11  est  donc  inutile  d'insister  sur 
cette  hypothèse. 

§13. 

Pour  ce  qui  concerne  les  fonctions  qui  ont  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  minima,  il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  qu'une 
telle  fonction  f{x)  peut  être  susceptible  d'une  intégration,  sans 
pouvoir  être  représentée  par  une  série  de  Fourier.  Cela  aura  lieu, 
par  exemple,  si  l'on  a 

f/(:r'COS  - 


entre  zéro  et  2  71.  Car,  dans  l'intégrale    /       f[x)cosn'x  —  a)dx^ 

Jo 

quand  7i  croît,  l'influence  de  l'intervalle  où  x  est  très-voisin  de 
i  /  -  finit  par  devenir  infiniment  grande,  en  sorte  que  le  rapport 
de  cette  intégrale  à 

-  sin  I  2  y  «  —  na-h  -^  \  ^71  ti   ^ 

converge  vers  l'unité,  comme  on  le  trouvera  en  suivant  une  marche 
analogue  à  celle  que  nous  allons  indiquer.  Pour  généraliser 
l'exemple  précédent,  ce  qui  fera  mieux  ressortir  la  nature  de  la 
question,  faisons 


; 


f'[x)dx  =  o[x)  Q.0S'i^[x), 

en  supposant  ^[x]  infiniment  petit  et  '^[x]  infiniment  grand, 
quand  x  tend  vers  zéro,  ces  fonctions  étant  d'ailleurs  continues  avec 
leurs  dérivées,  et  n'ayant  pas  un  nombre  infini  de  maxima  et  de 
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minima.  On  aura  alors 

f{x)  =  9'(a:)cos'|(x)  —  (^{x)'Y{x]  sin4>(:r), 

a  /"/(^)cos„(x-.)rf^  sera  égal  à  la  somme  des  quatre  inté- 
grales 

-   1  (f'{x)  cos[^{x)zîzn  X  —  a)]dx, 

j  <^[x)<li'{x)  s\n['ii{x)zhn(x  —  a)]dx. 

<|/(.r)  étant  supposé  positif,  considérons  le  terme 

i  o{x)y  {x)  sin  [^[x]  -^  Ji{x  —  a)]  dx, 

^  J 

et  recherchons  dans  cet  intervalle  la  place  où  les  changements  de 
signe  du  sinus  se  succèdent  le  plus  lentement  possible.  Si  l'on  pose 


'^{x)  -h  n{x  —  a)  ^^  X, 

dx 


cela  aura  lieu  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  x  où  -7-  =  o,  et  par 


suite 

^''(a)  H-  n  r—  o, 

en  remplaçant  x  par  a.  Etudions  donc  la  marche  de  l'intégrale 

I  <^{x)<]^'  [x)?,\r[)'dx, 

pour  le  cas  où  e  est  infiniment  petit  pour  ti  infini,  et  introduisons  j^ 
comme  variable.  Posons 

•J>(a)  -^  n{a  —  a)  =  jS; 

alors  on  a,  pour  e  suffisamment  petit, 

j  =  [3  +  .y'(a) _ —  _^..., 

et  >]'"(«)  est  positif,  puisque  <|/  [x)  est  infini  positif  pour  x  infiniment 
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petit.  On  a  d'ailleurs 

dr 


suivant  que  x  —  «  <  o,  et 

I  o[x)']^'{x)ç,'n\ydx 

^  y.  —  î 


=  —  /  sin(7-4- (3) -^ — =^ 


Si  l'on  fait  décroitre  la  quantité  s  pour  tz  croissant,  de  telle  manière 
que  ^"{a)e^  devienne  inlini,  alors,  en  supposant  que 


sin(r  +  (3)  --^, 


qui  est  égal,  comme  on  sait,  à  sin  (  (3  +  ^  j  y'Ti,  ne  soit  pas  nul,  et 
en  faisant  abstraction  de  quantités  négligeables,  on  aura 

I    r^'--^^ 
I  o{x)^'{x)s\n[']){x)  -+-  n{x  —  a)]dx 

"^   •/ K c 

V         4/       sji^ia) 

Si  donc  cette  dernière  grandeur  ne  devient  pas  infiniment  petite, 
comme  l'intégrale  relative  aux  autres  intervalles  tend  vers  zéro,  le 

rapport  de    /      f(x)  cosn[x  —  a)dx  à  cette  même  quantité  con- 

J  0 

vergera  vers  l'unité. 

Si  l'on  suppose  que  ^[x)  et  ^' [x)  soient,  pour  x  infiniment 
petit,  du  môme  ordre  que  certaines  puissances  de  x^  savoir,  ^{x) 
de  l'ordre  de  x",  ^|>'(a:)  de  celui  de  x"^'"^"',  où   v  ^  o,  /^  =  o,  alors. 
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pour  n  infini, 

V—  t 

sera  de  l'ordre  de  a     %  et,  par  suite,  ne  sera  pas  infiniment  petit, 
si  fjt^  IV.  Mais,  en  général,  si  jc^'(x)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

si  r- devient  infiniment   grand   pour  x   infiniment    petit,   on 

loga:  or  ri 

pourra  toujours  choisir  ï'(x)  de  telle  manière  que  X9[x)  soit  in- 
finiment petit  avec  ^,  et  que 

(p  (  ^  '  — ^ — —  ^  ^ 


\/  — 23-T77—        V/  — 2lim— 

V  dx<\f'{x)        V  x^'{x) 

devienne  infiniment  grand,   et,  par  suite,   Tintégrale    1  J'[x)  dx 

f{x)cos7i[x — a)dx 
0 

devienne  infiniment  petite  quand  Ji  croit  indéfiniment.  Comme  on 
voit,  dans  l'intégrale    /  f{x)  ^x,  les  accroissements  de  l'intégrale, 

quand  x  tend  vers  zéro,  se  compensent,  quoique  leur  rapport  à  la 
variation  de  x  croisse  très-rapidement  pendant  les  rapides  chan- 
gements de  signe  de  la  fonction  5  par  l'introduction  du  facteur 
COS7Z  [x  —  «),  on  obtient  ce  résultat,  que  les  accroissements  de  l'in- 
tégrale s'ajoutent  en  valeur  les  uns  aux  autres. 

De  même  que  nous  venons  de  voir  que,  pour  une  fonction  tou- 
jours susceptible  d'intégration,  la  série  de  Fourier  peut  n'être  pas 
convergente,  et  que  les  termes  de  cette  série  peuvent  devenir  infi- 
niment grands  avec  /z,  de  même  aussi  on  peut  indiquer  des  fonc- 
tions qui  ne  sont  jamais  susceptibles  d'intégration,  et  pour  lesquelles 
la  série  û  converge  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  prises  entre 
deux  valeurs  aussi  rapj)rocliées  qu'on  le  veut. 

On  a  un  exemple  de  ce  nouveau  cas  dans  la  fonction  représentée 
par  la  série 

Au     n 
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où  [nx)  a  la  même  signification  qu'au  paragraphe  6.  Cette  fonction 
existe  pour  toute  valeur  rationnelle  de  x,  et  est  représentée  par  la 
série  trigonométrique 


Sin  7.11X71, 


où  l'on  doit  mettre  à  la  place  de  0  tous  les  diviseurs  de  /z,  mais  qui 
ne  reste  comprise  entre  des  limites  finies  dans  aucun  intervalle,  si 
petit  qu'il  soit,  et,  par  conséquent,  n'est  susceptible  d'aucune  in- 
tégration. 

On  obtient  un  exemple  du  même  genre  lorsque,  dans  les  séries 

>  Cn cos  /i' X,      \  c„  sin  li- x, 

O  I 

on  met,  pour  Co,  Cj,  c,, .  . . ,  des  quantités  positives  toujours  décrois- 

n 

santés  et  devenant  infiniment  petites,  mais  pour  lesquelles  \   Cs  de- 

I 
vient  infiniment  grand.  Car,  si  le  rapport  de  x  à  27:  est  rationnel, 
et  s'il  a  pour  dénominateur  m,  quand  il  est  réduit  à  sa  plus  simple 
expression,  ces  séries  seront  évidemment  convergentes  ou  diver- 


gen.es,  suivant  quc^cos«'x,  ^sin„V  seront  é 


gaux  a  zéro  ou 


différents  de  zéro.  Les  deux  cas  se  présentent,  d'après  un  théorème 
connu  de  la  division  du  cercle  ('),  pour  une  infinité  de  valeurs  de 
X,  comprises  entre  des  limites  aussi  rapprochées  qu'on  le  veut. 

La  série  il  peut  aussi  converger  dans  un  intervalle  aussi  grand 
qu'on  le  veut,  sans  que  la  valeur  de  la  série 

dK 
(Ix 


L  ■+-  A„^  —  >   — 
^    n 


que  l'on  obtient  par  l'intégration  de  chaque  ternie  de  H,  puisse  être 
intégrée  dans  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on  voudra. 

(')  Disquisit.  aritlim.,  p.  G36,  art.  35li. 
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Considérons,  par  exemple,  l'expression 

où  l'on  prend  les  logarithmes  de  telle  manière  qu'ils  s'évanouissent 
pour  ^  =  o,  et  développons -la  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  ^,  en  y  remplaçant  f/  par  e^';  la  partie  imaginaire  du  développe- 
ment forme  une  série  trigono métrique  qui,  diiîerentiée  deux  fois 
par  rapport  à  x,  converge  un  nombre  infini  de  fois  dans  chaque  in- 
tervalle, tandis  que  son  premier  quotient  différentiel  devient  nul  un 
nombre  infini  de  fois. 

Une  série  tri gonomé trique  peut  aussi  converger  un  nombre  in- 
fini de  fois  dans  un  intervalle  aussi  petit  qu'on  le  veut,  sans  que  ses 

termes  deviennent  infiniment  petits  avec  -  pour  toute  valeur  de  x. 

Un  exemple  simple  est  fourni  par  la  série 

\  sin  (/i!  ).r7r, 

I 

où  n\  désigne,  comme  d'habitude,  le  produit  i.2.3.../z.  Cette 
série  converge  non-seulement  pour  toute  valeur  rationnelle  de  x, 
puisqu'elle  est  alors  limitée,  mais  aussi  pour  un  nombre  infini  de 

valeurs  irrationnelles,  dont  les  plus  simples  sont  sini,  cosi,   -» 

et  leurs  multiples,    et,    en  outre,    les   multiples    impairs   de   ^, 

I 
e 

de  — ; —  ?  etc. 
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En  livrant  à  la  publicité  les  Mémoires  scientifiques  de  M.  Verdet 
et  les  Cours  professés  par  lui,  il  importe  de  faire  connaître  au  lec- 
teur le  plan  qui  a  été  suivi  et  les  motifs  qui  en  ont  déterminé  le 
clioix. 

L'héritage  scientifique  de  ce  savant  comprend  surtout  des  notes 
et  des  rédactions  de  Cours  ;  sans  doute,  elles  auraient  pu  lui  servir 
à  préparer  un  Traité  général  de  Physique;  mais,  pour  réaliser  une 
œuvre  pareille,  aucune  collaboration  ne  pouvait  le  remplacer.  On 
a  dû  se  borner  à  reproduire  dans  le  meilleur  ordre  possible  les 
leçons  recueillies  par  ses  élèves,  en  évitant  les  répétitions  qu'au- 
rait entraînées  la  publication  de  Cours  faits  sur  les  mêmes  sujets 
à  des  auditoires  différents.  Il  est  résulté  delà  une  série  d'études 
d'inégale  importance  5  mais  chacune  des  parties  est  complète,  sui- 
vant un  programme  déterminé,  et  il  a  paru  que,  telle  qu'elle  est, 
cette  publication  ne  serait  pas  inutile  à  la  science  ou  indigne  de  la 
mémoire  de  M.  Verdet.  On  y  retrouvera  certainement  l'empreinte 
de  cette  haute  érudition,  de  cette  méthode  sûre,  de  cette  exposition 
limpide  qui  caractérisaient  son  enseignement. 

C'est  aux  élèves  de  M.  Verdet  qu'il  appartenait  de  reconstruire 
l'oeuvre  du  maître  :  les  souvenirs  récents  de  son  enseignement  et 
de  sa  méthode,  leurs  relations  personnelles  avec  lui  rendaient 
leiir  coopération  indispensable.  Les  travaux  dus  à  plusieurs  d'entre 
eux,  devenus  aussi  des  maîtres,  ne  pouvaient  laisser  aucun  doute 
sur  la  manière  dont  ils  s'acquitteraient  de  cette  tâche.  Ils  l'ont 
prise  à  cœur  dans  un  sentiment  de  généreuse  et  touchante  aiîection, 
mettant  le  soin  le  plus  scrupuleux  à  s'effacer  eux-mêmes  pour  re- 
produire, avec  les  idées  propres  à  l'auteur,  sa  forme  littéraire 
simple  et  large,  concise  et  forte. 

Avant  de  fixer  la  part  que  chacun  d'eux  a  prise  à  l'œuvre  géné- 
rale, qu'il  nous  soit  pei^mis  de  leur  associer  dans  le  sentiment  d'une* 
vive  et  profonde  reconnaissance  MM.  Henri  Sainte-Claire  Deville, 

IhilL  des  Sciences  mathéni.  et  ustron.,  t.  V.  (Septembre  1873.)  7 
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de  la  Rive,  Pasteur,  Briot,  Bertin,  Bertrand,  Gavarret,  Grandeau, 
Cornu,  L.  Fresnel,  dont  les  conseils,  les  témoignages  d'intérêt  ou 
le  concours  dévoué  ont  facilité  le  choix  d'un  plan  définitif  et  la 
préparation  de  cette  entreprise  délicate. 

L'ensemble  de  la  publication  comprend  huit  Volumes. 

Le  tome  I"""  renferme,  avec  la  notice  que  M.  de  la  Rive  a  con- 
sacrée à  la  mémoire  de  l'auteur  et  à  l'appréciation  de  ses  œuvres, 
les  travaux  originaux  de  M.  Verdet,  dispersés  dans  divers  Recueils, 
depuis  sa  thèse  de  docteur  es  sciences  jusqu'à  l'Introduction  aux 
œuvres  de  A.  Fresnel,  dont  il  avait  terminé  le  manuscrit  peu  de 
temps  avant  sa  mort.  Publiée  avec  l'édition  des  œuvres  de  A.  Fresnel 
sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruction  publique,  cette  In- 
troduction avait  été  imprimée  parles  soins  de  MM.  L.  Fresnel,  Ga- 
varret et  Cornu.  ]M.  Mascart,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  s'est 
chargé  de  revoir  les  épreuves  de  ce  Volume. 

Les  tomes  II  et  III  comprennent  le  Cours  de  l'Ecole  Polytechni- 
que. Ce  Cours  suit  un  programme  déterminé,  qui  est  complet  en 
deux  années-,  il  avait  été  autographié  pour  les  élèves  de  l'Ecole,  sur 
des  rédactions  fournies  par  M.  Verdet.  Certaines  parties  de  ces  ré- 
dactions étaient  trop  sommaires  pour  être  livrées  telles  quelles  au 
public.  En  elfet,  le  professeur  ne  se  contentait  pas  d'exposer  l'état 
de  la  Science,  souvent  il  supposait  connus  les  résultats  définitive- 
ment acquis,  et  n'insistait  que  sur  les  questions  en  litige,  d'où  un 
jugement  ferme  et  une  critique  sûre  pouvaient  faire  jaillir  quelque 
lumière  nouvelle  (  ^  ) . 

M.  Fernet,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique  et  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale,  s'est  chargé  de  revoir  ces  deux  Volumes  ;  il  a  cher- 
ché à  mettre  dans  l'ensemble  une  harmonie  qui  en  rendit  la  lecture 
facile  à  d'autres  qu'aux  seuls  auditeurs  du  Cours  ;  ses  retouches  ont 
été  faites  avec  un  soin  minutieux  et  un  grand  respect  de  la  forme 
adoptée  par  l'auteur. 

Les  nécessités  d'un  programme  rédigé  en  vue  de  certaines  appli- 
cations ne  permettaient  pas  au  professeur  de  l'Ecole  Polytechnique 
de  donner  un  égal  développement  à  toutes  les  questions  qui  sont 
du  domaine  de  la  Physique  ^  on  a  donc  pensé  qu'il  serait  utile  de 


(')  C'est  i)ar   là  surtout   que  cette   publicatiou   aura  sa  place  marquée  à  côte  des 
Traités  classiques  antérieurs. 
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compléter  ces  deux  Volumes  par  un  troisième  comprenant  des  con- 
férences données  à  l'Ecole  Normale  sur  des  questions  qui  n'au- 
raient pas  reçu  de  développement  dans  les  deux  précédents  ; 
M.  Gernez,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  et  professeur  de  Phy- 
sique au  Lycée  Saint-Louis,  a  accepté  cette  tâche,  dont  on  appré- 
ciera certainement  l'utilité. 

Les  tomes  V  et  VI  forment  un  Cours  de  Physique  supérieure  et 
traitent  de  l'Optique  physique.  Ils  ont  été  confiés  à  M.  Levistal, 
docteur  es  sciences,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  qui  a  rendu 
un  si  remarquable  hommage  à  la  mémoire  de  son  maitre,  dans  la 
séance  annuelle  de  la  Société  des  Amis  des  Sciences.  M.  Levistal  a 
rattaché  avec  bonheur  dans  un  même  ensemble  un  Cours  professé 
par  M.  Verdet  à  la  Sorbonne  et  deux  Cours  faits  à  l'Ecole  Nor- 
male. 

Enfin  les  tomes  Vil  et  VIII  comprennent  l'exposé  de  la  Théorie 
mécanique  de  la  chaleur.  Les  deux  leçons  faites  par  M.  Verdet,  à 
la  Société  Chimique,  en  1862,  ont  été  réimprimées  eu  tète  du 
Volume  comme  une  Introduction  naturelle.  MAI.  Prudhon  et  Violle, 
anciens  élèves  de  l'Ecole  Normale,  ont  mis  tous  leurs  soins  à  cette 
œuvre  de  prédilection  de  M.  Verdet.  Ils  se  sont  servis  de  notes  dé- 
taillées prises  par  eux  aux  Cours  professés  par  M.  Verdet  à  la  Sor- 
bonne en  1864  et  en  1860,  et  dont  la  rédaction  avait  été  faite 
d'après  le  désir  de  leur  maitre,  pour  servir  à  une  publication  qu'il 
se  proposait  de  faire  tout  de  suite  à  cause  de  l'actualité  du  sujet. 

On  trouvera  en  tète  de  chaque  Partie  un  avant-propos  qui  fixera 
d'une  manière  précise  la  part  de  travail  personnel  de  chaque  colla- 
borateur, soit  dans  le  texte  lui-même,  soit  sous  forme  de  notes  ou 
de  bibliograpliies. 

Tous  ceux  qui  ont  connu  M.  Verdet  trouveront  peut-être  une 
lacune  dans  cette  publication.  Le  savant  seul  y  est  mis  en  lumière. 
Avec  la  mémoire  de  ses  contemporains  s'éteindra  le  souvenir  de 
ses  connaissances  encyclopédiques  qu'éclairaient  un  goût  si  fin, 
une  si  remarquable  lucidité.  Ce  qu'il  savait,  jugeait,  critiquait  et 
comparait  si  bien,  M.  Verdet  le  livrait  à  la  conversation.  Quelques 
lettres,  des  notes  à  peine  rédigées  n'auraient  pu  donner  une  idée 
suffisante  de  ce  côté  de  son  esprit.  On  avait  eu  aussi  la  pensée  de 
réunir  les  plus  importants  de  ses  articles  de  critique  et  d'analyse 
des  travaux  étrangers  publiés  dans  les  Annales  de  Chimie  et  de 

7- 
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Physique,  articles  dont  un  de  ses  biographes  a  pu  dire  avec  vérité 
qu'ils  constituaient  sa  véritable  originalité  et  qu'ils  avaient  tenu 
en  haleine  la  science  française  ;  mais  la  nature  transitoire  d'une 
pareille  œuvre,  déjà  connue  par  les  savants  et  destinée  à  perdre 
d'année  en  année  son  intérêt  d'actualité,  a  empêché  l'exécution  de 
ce  dessein.  La  publication  dont  on  vient  d'indiquer  le  plan,  tout 
en  servant  les  intérêts  de  la  Science,  sera  ainsi  en  harmonie  avec  le 
caractère  de  l'auteur,  trop  consciencieux  et  trop  droit  pour  ne  pas 
redouter  même  l'apparence  d'une  amplification  donnée  à  ses  titres 

scientifiques. 

^  J.  S. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MÉMOIRES  DE  l'Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  Belles-Lettres  de 
Toulouse.  Septième  Série  ('). 

T.I;  1869. 

Despeyrous.  —  De  six  opérations  fondamentales  des  Mathé- 
matiques sur  la  quantité  composée  relative  à  trois  dimensions  ; 
applications.  (23  p.) 

Dans  les  précédents  Volumes  du  même  Recueil,  l'auteur  a  publié 
un  travail  sur  la  quantité  composée  relative  à  deux  dimensions, 
dans  lequel  il  développe  par  des  considérations  géométriques  la 
théorie  connue  d'Argand  et  de  Cauchy.  Dans  le  présent  INIémoire, 
-M.  Despeyrous  renouvelle  l'essai,  plusieurs  fois  tenté  ("),  d'une  re- 
présentation des  points  de  l'espace  au  moyen  de  quantités  com- 
plexes dépendant  de  deux  unités  imaginaires  seulement.  On  par- 
vient ainsi  à  un  système  pour  lequel  on  peut  bien  définir  l'addition 
et  la  soustraction  de  manière  c[ue  ces  opérations  soient  soumises 
aux  mêmes  règles  que  les  quantités  réelles  et  les  quantités  com- 


(')  Paraissent  annuellement  par  volumes  grand  in-S". 

(')  Voir,  par  exemple,  Matzra,  Versuch  einer  richtigen  Lehre  von  der  Realitdt  der 
■vorgeblich  Imaginàren  Grôssen  der  Jlgebra  ii.  s.  w.  Prag,  i85o.  —  Scheffler,  Der  Si- 
tuationskalkul.Vinvmichviei^,  i85i.  — Dillner,  Geometrisk  Kalkyl,  Upsala,   1860.  Etc. 
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plexes  ordinaires;  mais  la  difficulté  commence  dès  qu'il  s'agit  de 
passer  à  la  multiplication.  Dans  le  système  proposé  par  l'auteur,  le 
résultat  de  la  multiplication  dépend  d'un  facteur  introduit  arbitrai- 
rement, et  dont  la  présence  ne  semble  avoir  d'autre  raison  que  celle 
de  donner  au  produit  une  forme  plus  simple.  En  effet,  IM.  Despey- 
rous  représente  la  coordonnée  parallèle  à  l'axe  des  z  par  e'^.jz^ 
bien  que  cette  coordonnée  ne  puisse  être  affectée  en  rien  par  le  fac- 
teur e''',  qui  correspond  à  une  rotation  autour  de  l'axe  des  z,  et  c'est 
grâce  à  ce  facteur  que  la  multiplication  devient  une  opération  corn- 
mutatiue.  Mais  si  l'un  des  facteurs  d'un  produit  contient  un  élé- 
ment arbitraire,  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  la  division,  est  par 
là  même  affectée  d'indétermination,  comme  cela  a  lieu  aussi  dans 
certains  cas  singuliers  de  la  théorie  des  quaternions.  Il  y  aurait  éga- 
lement lieu  de  voir  si  les  nouvelles  quantités  complexes  sont  compa- 
tibles avec  les  autres  propriétés  essentielles  de  la  multiplication, 
avec  la  propriété  distrihutwe  surtout,  à  laquelle  Hamilton  a  reconnu 
qu'il  était  nécessaire  de  sacrifier  la  propriété  commutativc.  M.  Des- 
peyrous  déduit  directement  de  sa  méthode  de  représentation  les  for- 
mules de  la  Trigonométrie  tant  plane  que  sphérique,etla  transfor- 
mation des  coordonnées  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

T.  II;  1870. 

Brassine  (E.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences 
finies.  (4  p) 

On  sait  que  les  coefficients  d'une  équation  différentielle  linéaire 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'un  nombre  d'intégrales  particu- 
lières distinctes  égal  à  l'ordre  de  l'équation,  comme  M.  Brassine  l'a 
démontré  dans  une  Note  ajoutée  au  Cours  d' uénaljse  de  Sturm 
(2^  édition).  L'objet  de  la  présente  Note  est  l'extension  de  ce  ré- 
sultat aux  équations  linéaires  aux  différences  finies. 

Laroque  (F.).  —  Sur  la  pénétration  des  bulles  d'air  dans  les 
liquides.  (7p.) 

Despeyrous.  —  application  de  la  théorie  de  la  quantité  com- 
posée à  la  résolution  des  équations  algébriques.  (21  p.) 

En  considérant  la  variable  u  comme  une  quantité  complexe  rela- 
tive aux  trois  dimensions,  l'auteur  démontre  d'abord  la  continuité 
d'une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u.  Il  généralise  ensuite,  en 
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retendant  aux  trois  dimensions,  le  tliéorème  de  Caucliy  sur  le 
nombre  des  racines  d'une  équation  comprises  dans  un  contour 
donné,  et  il  en  déduit  les  théorèmes  de  Sturm,  de  Fourier  et  de 
Descartes. 

Brassine  (E.).  —  Mémoire  de  Balistique.  (22  p.) 
Ce  Mémoire  comprend  deux  Parties.  La  première  est  relative  au 
mouvement  du  centre  de  gravité  des  projectiles.  La  seconde,  qui  est 
publiée  dans  le  tome  suivant,  présente  un  essai  de  Balistique  appli- 
quée au  mouvement  des  projectiles  cylindro-ogivaux  de  l'artillerie 
rayée.  M.  Brassine  propose  de  faire  la  résistance  de  l'air  égale  au 
carré  de  la  vitesse  multiplié  par  une  fonction  y(5)  de  l'arc  décrit, 

qu.c  l'on  peut  supposer,  dans  la  pratique,  égale  à 77-  •  On  peut 

alors  intégrer  les  équations  du  mouvement.  Cette  partie  dvi  Mé- 
moire se  termine  par  une  application  numérique,  dont  les  résultats 
sont  comparés  à  ceux  de  l'observation. 

Lakoque  (F.).  — Sur  la  forme  de  la  surface  terminale  d'un 
liquide  en  cojitact  avec  une  paroi  solide.  (6  p.) 

Gatien-Arnoult.  —  Polémique  de  Descartes  et  de  Fermât  du- 
rant les  années  1637  et  i638.  (19  p.) 

T.  III;  1871. 

Brassime  (E.).  —  Mémoire  de  Balistique  (suite).  (i5  p.) 

Despeyrous.  — Des  méthodes  géométriques  en  général,  et  en 
particulier  de  la  méthode  du  rayon  vecteur.  (22  p.) 

La  méthode  du  rayon  vecteur  a  été  exposée  par  Cauchy  dans  le 
tome  III  des  Exercices  de  Mathématiques.  M.  Despeyrous  fait  voir 
que  cette  méthode  peut  être  employée  exclusivement  dans  l'étude 
des  figures  qui  résultent  de  la  combinaison  d'une  ligne  ou  d'une 
surface  avec  une  ou  plusieurs  lignes  droites. 
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MOXTHLY  NOTICES  of  the  Royal  Astronomical  Society  of  Loxdox  {'). 
T.  XXXI  (n°  supplémentaire);  1871. 

Lassell  (W.),  —  Sur  la  variabilité  de  la  grande  nébuleuse 
'voisine  de  l'étoile  yî  d'argus. 

L'étude  des  nébuleuses,  qui  n'est  suivie,  en  France,  que  par 
M.  Stephan,  à  l'Observatoire  de  Marseille,  préoccupe,  au  contraire, 
beaucoup  les  astronomes  anglais.  Leur  observation  consciencieuse 
parait,  en  eifet,  pouvoir  seule  donner  des  notions  certaines  sur  la 
formation  du  monde  céleste. 

La  grande  nébuleuse  voisine  de  yj  d'Argus  avait  été  cataloguée 
par  J.  Herschel,  en  iSSy,  comme  de  grandeur  1,2  (notation  d'Her- 
scliel)j  en  1871,  M.  H.-C.  Russell,  astronome  du  Gouvernement 
à  Sydney  (Nouvelle-Galles  du  Sud),  la  classe  comme  de  7^  grandeur. 

M.  Lassell  reclierclie  si  d'autres  observateurs  n'avaient  point, 
avant  M.  Russell,  signalé  de  variation  dans  l'éclat  de  cette  nébu- 
leuse. 

En  juin  i863,  INL  F.  Abbott,  de  l'Observatoire  de  Hobart-Town, 
a  étudié  cette  nébuleuse  avec  le  plus  grand  soin  :  il  signalait  des 
cliangements  de  forme  comparativement  au  dessin  donné  par  Her- 
scliel  dans  sa  3Ionograp1iie  du  Cap. 

En  i865,  le  même  astronome  croit  reconnaître  une  diminution 
très-faible  d'éclat  par  rapport  à  ses  observations  antérieures. 

En  1864,  M.  E.-B.  Powell  observe  la  même  nébuleuse  à  Madras; 
mais  elle  lui  parait  toujours  très-belle  et  de  i*^^  ou  2®  grandeur.  De 
même,  en  juin  1868,  sir  John  Herschel,  qui  se  trouvait  alors  à 
Collingw^ood,  ne  constate  aucun  changement  dans  la  nébuleuse. 
Plus  tard,  il  l'observe  de  nouveau  à  Bengalou,  et  ses  impressions 
sont  les  mêmes. 

D'après  M.  Lassell,  la  variabilité  de  cette  nébuleuse  serait  donc 
encore  à  démontrer.  C'est  là  un  beau  sujet  d'observation,  que  nous 
recommandons  à  l'attention  des  astronomes  de  Marseille. 

Proctor  (R.-A.).  —  Considérations  théoriques  sur  la  couronne . 
Les  idées  que  M.  Proctor  émet  dans  cet  Article  nous  paraissent 
peu  concordantes  avec  l'ensemble  des  observations  faites  depuis. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  245. 
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SpeAr  (J.-R.).  —  Obsers^ations  de  Saturne  et  de  Mars. 

Ces  observations  se  rapportent  surtout  à  des  occultations  de  ces 

jilanètes  par  la  Lune. 

Wackerbarth  (A.-D.).  —  Logarithmes  hyperboliques  et  né- 
pé riens. 

Newcomb.  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  Lune. 
Nos  lecteurs  trouveront  une  analyse  de  ce  beau  Mémoire  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  du  3  avril  1871. 

T.  XXXII;  1872. 

Proctok  (R.-A.).  —  Sur  la  construction  d'une  carte  de 
3^.4198  étoiles. 

Cayley  (A,).  —  Sur  les  valeurs  des  coefficients  l,g^  7^,  adoptées 
par  M.  Delaunaj . 

Herschel  (A. -S.).  —  Sur  un  micromètre  enregistreur. 

Stephan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  Marseille, 
avec  le  télescope  de  Foucault  de  o™,  80. 

Herschel  (F.-W.).  —  Questions  relatives  aux  étoiles  doubles. 

Cette  Note,  publiée  par  la  Commission  chargée  de  l'examen  de  la 
((  General  Historj  of  Double  Stars  »  de  F.-W.  Herschel,  ren- 
l'crme  une  liste  de  toutes  les  étoiles  dont  le  caractère  multiple  a  paru 
douteux. 

Grant.  —  Sur  les  observations  télescopiques  des  phénomènes 
vus  au  contact  du  bord  de  la  Lime  pendant  les  éclipses  de  Soleil, 
et  les  résultats  qu  on  en  a  déduits. 

L'application  du  spectroscope  aux  observations  de  l'enveloppe  de 
matière  rouge  cjui  entoure  la  photosphère  solaire  donne  un  certain 
intérêt  aux  observations  anciennes  des  éclipses  du  Soleil  et  aux  re- 
marques faites  autrefois  par  les  astronomes  sur  le  même  sujet,  in- 
térêt qui  a  décidé  le  professeur  Grant  (  *  )  à  relire  la  plupart  des 
relations  publiées  sur  ces  éclipses. 

La  première  trace  de  l'enveloppe  rouge  se  trouve  dans  une  obser- 
vation de  Halley  en  lyi^^  mais  c'est  surtout  à  partir  de  l'éclipsé  de 

(')  M.  Grant  est  directeur  de  l'Observatoire  de  Glasgovr. 
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1842  qu'elle  fut  bien  étudiée,  par  Scliumaclier  à  Vienne,  Radman  à 
Padoue,  Guérin  à  Visan  et  le  capitaine  de  marine  Bérard  à  Toulon. 
D'après  ce  dernier,  «  pendant  tout  le  temps  de  l'éclipsé  totale,  on 
vit  au  delà  du  bord  delà  Lune,  près  de  la  région  où  le  Soleil  émergea, 
une  bande  rouge  très-mince,  dentelée  irrégulièrement,  ou  comme 
sillonnée  çà  et  là  de  crevasses,  les  points  lumineux  s'étendant  sur 
un  arc  d'environ  la  sixième  partie  de  la  circonférence  lunaire  ». 

Depuis,  bien  des  travaux  ont  été  faits  sur  ce  sujet.  Ils  sont  trop 
connus  pour  que  nous  croyions  devoir  en  parler. 

Browning  (J.).  —  Suj'  un  équatorial  universel. 
M.  Browning  présente  un  projet  d'instrument  parallactique,  pou- 
vant servir  à  toute  latitude. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sui'  le  moui^ement  de  la  matière  projetée 
par  le  Soleil. 

Air  Y  (G.-B.).  —  Sur  un  point  spécial  de  la  détermination  des 
éléments  de  l'orbite  de  la  Lune  au  moyen  d' observations  méri- 
diennes de  cet  astre. 

En  discutant  les  observations  méridiennes  faites  à  Greenwicli  de 
lySo  à  i83o,  M.  Airy  a  trouvé  dans  l'inclinaison  une  inégalité  nou- 
velle, exprimée  par 

—  2",  02  X  sinus  longitude  du  nœud. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  lignes  géodésiques  d'un  ellipsoïde. 

Soient  fl,  ^,  c  les  demi-axes  d'un  ellipsoïde  [a^b^  c).,  h  cl  k 
les  coordonnées  elliptiques  d'un  point,  (3  une  constante  arbitraire^ 
l'équation  différentielle  d'une  ligne  géodésique  est 


consi 


II 


■  h){b-h  h){c  -h  h){^-h  h) 
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et  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe  a  pour  expression 


""  j     V(«+/o(6+/o(^+/o    j  '^''V {cc+k){b-^k)ic+k) 
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Tebbutt  (J.).  —  Occultations  Ituiaires  et  éclipses  des  satellites 
de  Jupiter,  observées  à  TP'indsor  de  i864  à  1870. 

Seabroke  (G.- m.).  —  Sur  le  spectre  de  l'hydrogène  à  Lasse 
pression. 

HoLLis  (H.-W.).  —  Sur  la  comète  d'Enche. 

Teanakt.  —  Relations  des  observations  faites  pendant  l'éclipsé 
du  1 1  décembre  1 87 1 . 

C'est  par  l'observation  de  cette  éclipse  que  la  nature  objective  et 
circunisolaire  de  la  couronne  a  été  nettement  démontrée, 

TupMAKN.  —  Sur  la  luudère  zodiacale. 

L'auteur  discute  toutes  les  observations  faites,  en  1869,  1870  et 
moitié  de  1871,  à  Lisbonne,  Cadix,  Gibraltar,  Malte  et  Vigo.  Il  en 
conclut  que  le  plan  de  la  lumière  zodiacale  ne  passe  pas  par  le 
centre  du  Soleil. 

AïKY  (G.-B.).  —  Observations  d' occultations  et  d'éclipsés  des 
satellites  de  Jupiter,  faites  à  Greenwich  en  1871. 

Freeman  (M.-A.),  — Sur  un  passage  de  Mercure  observé,  à 
Cambridge,  en  1782. 

Air  Y  (G.-B.).  —  Nécessité  de  consacrer  un  Observatoire  spécial 
à  V observation  des  satellites  de  Jupiter. 

Malgré  les  déterminations  de  Pound,  d'Airy,  de  Bessel  et  de 
Le  Verrier,  la  masse  de  Jupiter  est  encore  inconnue.  Pour  combler 
cette  lacune  importante,  M.  Airy  propose  la  création  d'un  Observa- 
toire spécialement  destiné  à  l'observation  des  occultations  ou  des 
passages  du  4^  satellite. 

On  sait  qu'en  France  l'Académie  des  Sciences  propose  depuis 
bien  longtemps  un  prix  pour  la  construction  de  Tables  des  satellites 
de  Jupiter,  deàtinées  à  remplacer  celles  de  Damoiseau, 

Lassell  (W.).  —  Sur  la  planète  Jupiter. 

Ranyard  (A.-C).  —  Sur  le  siège  probable  des  éruptions  pro- 
tubérantielles . 

HotJGH  (C.-W.).  —  Sur  U7i  chrojio graphe  enregistreur. 

Gasparis  (A,  de).  —  Formules  pour  le  calcul  de  l'orbite  d'une 
étoile  double. 
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Supposons  qu'on  ait  réduit,  d'après  la  méthode  de  Hcrschel  (*), 
les  positions  pour  six  époques  équidistantes,  et  soient 

p,,   pj, ...,   pe     les  dislances, 

(p,,  cpj, . . . ,  Oe    les  angles  de  position. 

Désignons  par  m^,  l'aire  triangulaire  décrite  sur  le  plan  de  pro- 
jection et  comprise  entre  les  distances  p,.  et  ps-  Nous  avons 

mrs=   |prp,Sin(9r—   9î)' 

Ceci  étant  posé,  considérons  l'aire  ;w„,  décrite  dans  le  plan  de 
l'orbite,  comme  une  fonction  du  rayon  vecteur  et  de  ses  dérivées,  et 
développons-la  en  nous  arrêtant  aux  termes  du  sixième  ordre  par 
rapport  au  temps;  nous  animons,  pour  déterminer  les  rapports  des 
rayons  vecteurs  /'g,  /'s  et  7'4,  les  deux  équations 

r\ ^inii^  —  5om34  — ôm^s  —  i8/7?,4-}-i3w35 —  1 1  mis  +  ^o  m.,^->r  irrin 

ri       4^ '^12 — 5om23  — 6m34  —  i8m,3  +  i3m2, —  1 1  /7i35-j-4ow45-f- 2/72,4 

ri ^"i-tiiii —  5om34  —  Qniii —  18/7135+  1 3/71,4 —  1 1  mi^  +  ^omxi-\-imK 

ri         ^im-ti  —  5o/7734  —  6//?45 —  i8/7Îj4-)-  l3/7Z3s I  I  /774s+4o/^5c+2/77j5 

Ces  rapports  une  fois  connus,  le  calcul  direct  des  éléments  est  facile 
à  exécuter,  puisqu'en  réalité  les  numérateurs  et  les  dénominateurs 
sont  des  quantités  du  troisième  ordre. 

C'est  pourquoi  il  est  bon  de  se  servir  de  six  positions  (quatre 
suffiraient  à  la  rigueur)  •,  on  diminue  ainsi  les  erreurs  d'observation, 
en  faisant  usage  d'un  plus  grand  nombre  de  données  bien  choi- 
sies (^). 

Webb  (T.-W.).  —  Note  sur  l'étoile  variable  S  d'Orion. 

HuNT  (G.).  —  Sur  l'identité  de  l'étoile  triple  H  /  i3. 

Cayley  (A.).  —  Sur  deux  équations  différentielles  de  la  théorie 
de  la  Lune. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  variations  de  la  position  de  l'orbite 
dans  la  théorie  planétaire. 


(')  Memoirs  of  the  Royal  Astronomical  Society,  vol.  V. 

(')  Voir  Atti  delV  Accademia  délie  Scienze  di  NapoU,  vol.  VI. 
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Noble  (W.).  —  Su?'  la  mesure  des  a/igles  de  position  avec  le 
télescope. 

Browning  (J.).  — Sui'  un  spectroscope  automatique  uniy^ersel. 

BaowNiNG  (  J.).  —  Sur  le  micromètre  à  double  image. 

Après  un  long  usage  des  micromètres  à  double  image,  M.  Brow- 
ning recommande  surtout  celui  que  l'on  obtient  en  coupant  par 
moitié  une  lentille  ordinaire  de  Barlow,  et  manœuvrant  chacune 
des  moitiés  au  moyen  d'une  vis  micrométrique. 

Key  (H.-C).  —  Sur  la  comète  d'Encke. 

Cette  Note  contient  trois  dessins  remarquables  de  la  comète 
d'Encke,  faits  les  5  et  8  novembre  et  le  3  décembre  1871. 

Struve  (O.).  —  Préparatifs  des  astronomes  russes  pour  V ob- 
servation du  passage  de  Vénus  en  i^tj^. 

Le  nombre  des  stations  sera  de  vingt- quatre,  chacune  d'elles 
étant  munie  d'un  instrument  pour  l'observation  du  passage. 

Les  instruments  commandés  sont  : 

Trois  héliomètres  de  4  pouces  ^ 

Trois  photohéliographes  5 

Huit  lunettes  équatoriales,  d'ouvertures  variant  entre  4  et  6  pouces, 
munies  d'un  mouvement  d'horlogerie,  d'un  micromètre  à  fil  et  d'un 
spectroscope  ; 

Dix  lunettes  de  4  pouces,  spécialement  destinées  à  l'observation 
des  contacts. 

Les  observations  photographiques  se  feront  en  deux  stations  dif- 
férentes :  à  Vilna,  sous  la  direction  du  colonel  Smysloifj  à  Roth- 
kans,  dans  le  Holstein,  par  le  D*"  Vogel. 

RussELL  (H.-O.).  —  Rapport  de  V expédition  australienne  .sur 
l'éclipsé  de  décembre  iSyi. 

Ce  Rapport  est  fait  par  l'astronome  du  Gouvernement  à  Sydney. 

Walker  (J.-T.).  —  Détermination  de  la  longitude  de  Téhéran. 

La  longitude  de  Téhéran  a  été  déterminée  l'automne  dernier  par 
le  colonel  Walker,  directeur  du  Bureau  géodésique  de  l'Inde,  et  le 
major  St.  John,  de  la  Compagnie  télégraphique  de  Perse,  au  moyen 
du  réseau  indo-européen. 

Les  signaux  étaient  envoyés  de  Londres  à  Téhéran  au  moyen  de 
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relais  établis  à  Emden,  Berlin,  Gitomis,  Kertcli  et  Tiflis,  villes  dont 
les  distances,  exprimées  en  kilomètres,  sont  les  suivantes  : 

Londres-Emden 722 

Emden-Berlin 611 

Berlin-Gitomis 1574 

Gitomis-Kertch 1481 

Kertch-Tiflis 1296 

Tiflis-Téhéran 148 1 

Total 7165 

Cette  magnifique  opération,  la  plus  belle  qu'on  ait  encore  essayée, 
donne  une  différence  de  longitude  Est  entre  Greenwicli  et  Téhéran 

=  51°  24' 56". 

Stephan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  Marseille. 

ToDHrivTEK  (I.).  —  Sur  la  proposition  38  du  troisième  Livre 
des  Principes  de  Newton. 

Dans  cette  proposition,  New^ton  cherche  à  obtenir  la  figure  de  la 
Lune,  en  la  supposant  fluide  et  uniquement  soumise  à  l'action  de 
la  Terre.  Il  néglige  complètement  la  rotation  de  la  Lune  autour  de 
son  axe  et  son  mouvement  commun  avec  la  Terre  autour  du  Soleil. 

Soient  M  et  m  les  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  et  supposons 
que,  sous  l'action  de  la  Lune,  la  Terre,  complètement  fluide  et  ho- 
mogène, ait  pris  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
son  grand  axe  H  \  soit  A"  la  distance  des  centres  de  la  Lune  et  de  la 
Terre  ^  on  a  aisément,  si  B  est  le  petit  axe  de  la  Terre  et  B-j-H  le 
grand  axe  (H  étant  petit  par  rapport  à  B), 

„ i5  m  B* 

De  même,  si  b  est  le  petit  axe  cl  b-{-h  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde 
de  révolution  que  deviendrait  la  Lune  sou»  l'action  perturbatrice  de 
la  Terre,  on  a 

d  ou 


no  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Au  lieu  de  cette  relation,  Newton  emploie,  dans  les  Principes, 
la  formule 

h        M  b 


sans  donner  aucune  raison  de  ce  changement  ni  une  démonstration 
directe  de  la  formule  (2).  Il  y  a  une  lacune  qu'il  convenait  de  si- 
gnaler. 

Hall  (iM.).  —  Source  de  la  chaleur  solaire. 

Strange  (A.).  —  Sur  V insuffisance  des  Obser<^atoires  d'Angle- 
terre. 

Le  colonel  Strange  propose  la  création  d'un  grand  Observatoire 
d'Astronomie  physique. 

Glaisher  (B.-A.).  — Sur  la  loi  de  frécjuence  des  erreurs  d' ob- 
servation, et  sur  la  méthode  des  moindres  carrés. 

M.  Glaisher  critique  les  démonstrations  qui  ont  été  données 
jusqu'ici  du  principe  même  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  le  grand  nombre  des  étoiles  visibles  à 
l'œil  nu  dans  V  hémisphère  austral. 

Tennawt  (R.-E.).  —  Rapport  sur  les  observations  faites  par 
ordre  du  gouvernement  de  l'Inde  pendant  l'éclipsé  totale  du 
1 1  décembre  1 87 1 . 

Les  conclusions  du  lieutenant-colonel  Tennant  sont  les  sui- 
vantes :  «  Le  Soleil  a  un  noyau  formé  de  gaz  très-denses  qui 
donnent  une  lumière  blanche  continue,  analogue  à  celle  d'un 
liquide  ou  d'un  solide  incandescent.  Au-dessus  de  ce  noyau  se 
trouve  vme  couche  de  vapeurs  épaisses  extrêmement  chaudes,  mais 
moins  chaudes  néanmoins  que  celles  du  noyau,  et  rangées  dans 
l'état  d'équilibre  par  ordre  de  densités  décroissantes.  Plus  loin,  on 
rencontre  une  couche  d'hydrogène  incandescent,  très-raréfié,  et 
accompagné  d'un  gaz  encore  inconnu,  donnant  lieu  à  la  raie  bril- 
lante D3.  Plus  haut  encore,  l'hydrogène  se  refroidit  et  se  mélange 
avec  une  nouvelle  substance  inconnue,  produisant  la  ligne  verte 
1474  de  l'échelle  de  Kirchholf-,  après  quoi  il  forme  seul  l'atmo- 
sphère extérieure  du  Soleil.  » 

Quelques-unes  de  ces  conclusions  nous  paraissent  exactes  j  mais 
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l'ensemble  donne  au  Soleil  une  structure  très-compliqué.  Ne  vaut-il 
pas  mieux  considérer,  avec  les  astronomes  français,  le  Soleil 
comme  une  immense  agrégat  de  matières  gazeuses,  où  la  distribu- 
tion, d'ailleurs  fort  irrégulière,  est  déterminée  par  les  réactions 
chimiques  et  les  températures  qui  en  résultent  ? 

Glaisheu  (  J.-W.-L.)  .  — Liste  de  quelques  erreurs  des  Tables  de 
logarithmes  à  lo  décimales  de  Vlacq. 

Proctor  (R.-A.).  —  Histoire  de  la  découverte  du  second  satel- 
lite de  Saturne. 

De  l'étude  faite  par  cet  astronome  des  papiers  de  W.  Herschel,  il 
résulte  que  la  découverte  du  second  satellite  de  Saturne  date  du 
20  août  1789,  et  qu'elle  a  été  faite  avec  le  télescope  de  4o  pieds. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  les  densités  des  satellites  de  Jupiter. 

Ces  densités  sont  d'ordinaire  données  fort  inexactement  dans 
les  divers  Traités  d'Astronomie  :  M.  Proctor  indique  les  nombres 
suivants  comme  étant  les  plus  exacts  aujourd'hui  : 

i"  satellite 1,148 

2*        »       2, 167 

3''        »       1,883 

4*        »       1,408 

La  densité  de  la  planète  Jupiter  étant  de  i  ,36,  il  résulte  de  ces 
nombres  que,  sauf  le  premier,  les  satellites  ont  une  densité 
moyenne  plus  forte  que  celle  de  la  planète.  La  densité  de  la 
Lune  est,  au  contraire,  moitié  moindre  que  celle  de  la  Terre. 

WiLSON  (J.-M.).  —  Sur  l' orbite  de  l'étoile  double  de  Castor. 

Zenger  (C.-V.).  —  Description  du  nutoscope,  appareil  propre 
à  montrer  graphiquement  les  phénomènes  de  la  précession  et  de 
la  nutation. 

WiLSON  (J.-M.).  —  Sur  l'étoile  ^  du  Cancer. 

Péchule  (M.).  —  Eléments  de  la  planète  @. 

Cette  planète  a  été  découverte  le  8  avril  1872,  par  ]>L  Watson,  à 
Ann-Arbor. 
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Noble  (W.).  —  Eclipse  du  troisième  satellite  de  Jupiter,  du 
1 1  avril  1872. 

Ranyard  (A.-C).  —  Sur  la  valeur  du  stéréoscope  comme 
instrument  destiné  à  examiner  les  photographies  du  Soleil  prises 
pendant  les  éclipses. 

Il  résulte  de  l'étude  faite  par  M.  Ranyard  que  l'emploi  de  cet 
instrument  n'offrirait  dans  ces  circonstances  aucun  avantage  5  une 
pareille  conclusion  était  assez  évidente  a  priori. 

Maguire  (J.).  —  Sur  les  Tables  des  satellites  de  Jupiter. 

Cet  astronome  insiste  sur  la  nécessité  de  poursuivre  assidûment 
l'observation  des  satellites  de  Jupiter,  avant  de  construire  de  nou- 
velles Tables  de  ces  astres. 

M.  Airy  avait  déjà  émis  un  avis  identique  :  il  y  a  certainement 
là  un  sujet  de  travail  fort  utile  pour  l'Astronomie  d'observation. 

Ckespigny  (C.-C.  de).  — -  Sur  les  unités  astronondques . 

Smyth  (C.  Piazzi).  —  Observations  spectroscopiques  de  la 
lumière  zodiacale,  faites  à  V  Observatoire  royal  de  Palerme. 

A  l'aide  d'un  spectroscope  construit  en  vue  spéciale  de  ces 
reclierclies,  et  grâce  à  la  transparence  remarquable  du  ciel  d'Italie, 
M.  Smytli  (*)  a  constaté  que  : 

1°  Avec  une  fente  étroite,  la  lumière  zodiacale  ne  donne  aucune 
espèce  de  spectre  •,  les  rayons  émis  par  cette  lumière  ne  sont  donc 
pas  résolubles  par  le  prisme  en  un  petit  nombre  de  lignes  bril- 
lantes, mais  ils  donnent  un  spectre  continu  très-faible; 

2°  Avec  une  fente  large,  on  voit  une  petite  portion  d'un  spectre 
continu,  portion  d'autant  plus  brillante  que  la  fente  est  plus  large  ; 

3°  Cette  bande  lumineuse  n'est  pas  nettement  terminée  ;  son 
maximum  de  lumière  correspond  à  une  longueur  d'onde  d'environ 
535o.  (La  ligne  la  plus  brillante  de  la  couronne  des  éclipses  a  pour 
longueur  d'onde  5322,  et  la  ligne  principale  du  spectre  de  l'aurore 
boréale,  0579.) 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Suite  des  erreurs  trouvées  dans  les 
Tables  de  logarithmes  de  Vlacq. 

(')  M.  Piazzi  Smyth  est  astronome  royal  pour  l'Ecosse  et  dirige  rObseivatoire 
d'Edimbourg.  L'Observatoire  de  Palerme  est  dirigé  par  le  professeur  Tacchini. 
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Brothers  (A.).  —  La  photographie  des  éclipses  de  Soleil. 

Depuis  juillet  1860,  les  astronomes  ont  bien  souvent,  à  l'exemple 
de  M.  Warren  de  la  Rue  et  du  P.  Secclii,  clierclié  à  photographier 
les  phénomènes  lumineux  qui  se  produisent  autour  de  la  Lune  pen- 
dant une  éclipse  totale  de  Soleil.  Les  épreuves  reproduisent  alors 
la  silhouette  des  protubérances,  et  une  partie  plus  ou  moins  grande 
de  la  couronne  et  des  gloires.  Ce  cjui  a  préoccupé  M.  Brothers,  ce 
sont  précisément  les  dillérences  remarquables  que  l'on  rencontre  à 
ce  dernier  point  de  vue  dans  les  diverses  photographies  d'une  même 
éclipse.  Sur  quelques-unes,  la  couronne  est  nettement  représentée  j 
sur  d'autres  elle  est  indiquée  5  sur  quelques-unes  enfin  elle  manque 
complètement . 

Prenons,  par  exemple,  les  épreuves  obtenues  à  Békul  (Indes  an- 
glaises) en  décembre  1871  :  la  première,  faite  en  i5  secondes, 
indique  une  couronne  s'étendant  à  i5  minutes  d'arc  au-dessus  de 
la  Lune  ^  dans  la  seconde,  faite  en  10  secondes,  la  couronne  ne 
s'étend  plus  qu'à  10  minutes  d'arc  ^  dans  la  quatrième,  également 
obtenue  en  10  secondes,  certains  rayons  de  la  couronne  sont  visibles 
jusqu'à  20  minutes  au  delà  du  bord  lunaire. 

Le  temps  de  l'exposition  intervient  donc  pour  quelque  chose 
dans  la  grandeur  des  couronnes  obtenues,  mais  son  action  seule  ne 
suffit  pas  à  expliquer  les  dillérences  que  présentent  les  épreuves. 

M.  Brothers  a  prouvé  que,  quand  il  s'agissait  de  photographier 
des  objets  aussi  délicats  que  les  rayons  de  la  couronne,  le  résultat 
obtenu  variait  avec  l'intensité  du  développement  de  l'image.  Après 
avoir  préparé  avec  grand  soin,  et  d'après  des  photographies,  un 
dessin  de  l'éclipsé,  obtenu  à  Syracuse  en  décembre  1871,  il  en  a 
tiré,  avec  un  même  temps  de  pose  de  5  secondes  et  dans  des  condi- 
tions identiques  de  lumière,  trois  photographies.  La  première, 
faiblement  développée,  ne  montre  que  les  parties  les  plus  brillantes 
de  la  couronne  5  la  seconde,  un  peu  plus  développée,  est  identique 
au  dessin  original;  sur  la  troisième,  où  le  développement  a  été 
poussé  beaucoup  plus  loin,  pi^esque  toute  trace  du  phénomène  a 
disparu. 

Lors  des  futures  éclipses,  les  astronomes  auront  donc  à  se  préoc- 
cuper, non-seulement  du  temps  de  pose,  mais  aussi  de  la  manière 
la  plus  convenable  de  développer  les  épreuves  pour  obtenir  la  cou- 
ronne avec  la  plus  grande  étendue  possible. 

llidl.  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  V.  (Septembre  i8^3.)  8 
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Brett  (J.).  —  Nouvelle  monture  altazimutale  de  télescope 
destinée  aux  astronomes  en  mission. 

Cette  monture  n'ollre  rien  que  ne  puisse  imaginer  tout  astro- 
nome ayant  un  peu  l'habitude  des  observations. 

Brett  (J.).  —  Sur  la  zone  lumineuse  qui  entoure  le  disque 
solaire  vu  dans  une  lunette. 

Loin  de  se  détacher  sur  une  zone  obscure,  identique  au  fond  du 
ciel,  le  disque  solaire  parait  entouré  d'une  espèce  de  couronne 
lumineuse  verdàtre,  dont  l'éclat  décroît  rapidement.  Ce  phénomène 
a  été  remarqué  par  tous  les  observateurs  consciencieux  :  Cassini  F'" 
l'avait  fort  souvent  observé. 

Langdon  (R-)-  —  Observations  de  la  planète  Vénus. 

Six  dessins,  qui  accompagnent  cette  Note,  montrent  que  le  disque 
de  Vénus,  convenablement  observé,  est,  comme  celui  de  Mars, 
couvert  de  taches^  Vénus  aurait  donc,  comme  Mars  et  la  Terre,  sa 
surface  en  partie  occupée  par  de  vastes  nappes  d'eau .? 

Newcomb  (S.).  —  Nouvelles  Tables  d'ÏJranus. 

Ces  Tables,  auxquelles  M.  Newcomb  travaille  depuis  douze  ans, 
sont  fondées  sur  toutes  les  observations  de  la  planète,  faites  depuis 
sa  découverte  par  Herschel  jusqu'à  la  fin  de  1872. 

M.  Newcomb  conclut  de  cette  vaste  discussion  qu'il  n'y  aurait 
point  de  planète  au  delà  de  Neptune.  Il  sera  curieux  de  comparer 
ces  Tables  avec  celles  dont  M.  Le  Verrier  a  récemment  calculé  les 
éléments. 

Main  (R-).  —  Occultations  d'étoiles  et  éclipses  des  satellites  de 
Jupiter  en  1871  et  1872. 

M.  Main  donne  le  résultat  d'un  certain  nombre  d'observations 
faites  dans  ces  deux  années  à  l'Observatoire  d'Oxford. 

Slatter  (J.).  — L'aurore  du  ^févi'ier  1872. 

Secchi  (le  P.).  —  Observations  des  protubérances  solaires. 

C'est  la  traduction  de  la  Note  du  célèbre  directeur  de  l'Observa- 
toire du  Collège  Romain,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de 
V ^cadénde  des  Sciences  du  29  avril  1872. 

Browning  (J.).  — Sur  quelques  observations  de  Jupiter,  faites 
en  1871  et  1872. 
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La  surface  de  cette  planète  est  diversement  colorée,  suivant  les 
latitudes.  A  l'équateur,  il  existe  une  large  bande  bistre,  presque 
couleur  de  tan.  De  part  et  d'autre  de  cette  bande  la  surface  de  la 
planète  parait  assez  semblable  à  l'aspect  que  nous  offre  parfois  le 
ciel,  lorsqu'il  est  parsemé  de  cumulus  blancs,  précurseurs  d'un 
orage. 

Le  Verrier  (J.-U.).  —  Su?'  les  masses  des  planètes  et  la  paral- 
laxe du  Soleil. 

Cette  Note  est  la  reproduction  de  celle  que  M.  Le  Verrier 
a  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
pour  1872  (séance  du  11  juillet). 

Row  (N.-A.).  —  Observations  faites  pendant  r  éclipse  du  6  juin 
1872. 

Cette  Note  est  surtout  relative  à  des  observations  météorologiques 
faites  pendant  l'éclipsé.  Elles  y  sont  résumées  en  un  tableau  qui 
peut  avoir  un  certain  intérêt. 

PoGSON  (N.-R.).  —  Obser^^ations  faites  pejidant  l'éclipsé  du 
6  juin  1872^  par  V astronome  du  gouvernement  de  3Iadras. 

Johnson  (S. -S.).  — Sur  les  futures  éclipses  de  Soleil. 

Continuant  l'œuvre  de  l'astronome  français  du  Vaucel  (M, 
M.  Johnson  a  calculé  les  époques  de  toutes  les  éclipses  solaires 
visibles  en  Angleterre  de  1900  à  2200. 

Ball  (R.-S.).  —  Sur  V  orbite  de  l' étoile  double  ^dela  Grande 
Ourse. 

L'orbite  de  cette  étoile  double  a  déjà  été  déterminée  par  plu- 
sieurs astronomes  5  Savary,  Herschel  II,  Madler  et  M.  Villarceau 
s  en  sont  successivement  occupés.  En  désignant  par 

e    l'excentricité  de  l'orbite  \ 

^  la  position  du  nœud  ; 

y    l'inclinaison  5 

A    l'angle  du  grand  axe  avec  la  ligne  des  nœuds  ; 

P  la  période  en  années  ; 

e    le  passage  au  périhélie  5 


(')  Du  Vaucel  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  176^, 
un  tableau  de  toutes  les  éclipses  visibles  à  Paris  de  1767  à  1900. 

8. 
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on  a,   d'après  ces  astronomes,  pour  les  différents  éléments,  les  va- 
leurs suivantes  : 

Q  y  ^  P 

O      ,  Or  o      , 

S O, 41640  95.22  59.40  i3i.38  58,262  1817,25 

H 0,37770  97-47  56.  6  i34-22  60,720  1816,73 

M o,4i35o  98.52  54.56  i3o.48  61.464  i8i6,44 

V o, 43148  95.50  52.49  128.57  61,576  1816,86 

M.  Bail,  de  l'Académie  Royale  d'Irlande,  a  comparé  ces  différents 
systèmes  d'éléments  à  un  ensemble  de  trente  observations  conve- 
nablement choisies  5  tous  ont  donné  des  erreurs  considérables,  sur- 
tout quand  on  les  comparait  aux  observations  récentes-,  aussi 
M.  Bail  a-t-il  jugé  utile  de  refaire  le  calcul  de  l'orbite  de  l'étoile 
double  ^  de  la  Grande  Ourse,  et,  en  se  servant  du  beau  procédé 
graphique  imaginé  par  sir  John  Herschel  (^),  il  a  trouvé  les 
éléments  suivants  : 

Q=io3>,  P=      59,88, 

7=    53,1,  £=i8i6,4o5. 

1  =  i35,3, 

En  adoptant  pour  l'excentricité  la  moyenne  des  valeurs  obtenues 
par  les  quatre  astronomes  que  nous  avons  déjà  indiqués,  ces 
éléments  s'accordent  d'une  manière  remarquable  avec  l'ensemble 
des  trente  observations  choisies  par  M.  Bail. 

A  la  suite  de  son  Mémoire,  l'astronome  irlandais  donne  l'éphé- 
méride  des  angles  de  position  de  ^  de  la  Grande  Ourse  pour  toutes 
les  années  de  1872  à  1878. 

ToDHUNTER  (I-)-  Suv  les  inesuves  d'un  arc  du  méridien,  faites 
en  Laponie  (^). 

Deux  expéditions  importantes,  celle  de  Maupertuis  et  Clairaut 
en  1736,  et  celle  de  Svanberg  et  Melanderhjelm  en  1801,  ont  été 
envoyées  en  Laponie  pour  y  mesurer  un  arc  du  méridien. 

La  première  conduisit  à  un  aplatissement  du  globe  terrestre  qui 
fut  bientôt  reconnu  fort  exagéré.  M.  Todhunter  cherche  quelles 
sont  les  causes  qui  ont  pu  rendre  si  erronées  les  mesures  de  Mau- 
pertuis et  Clairaut.  Pour  qui  connaît  le  caractère  vantard  et  léger 

(')  Memoirs  of  the  Royal  Astronomical  Society,  vol.  V,  p.  209. 

(')  Voir  les  Transactions  of  the  Cambridge  Pkihsophical  Societj,\o\. Wï,  i""^  Partie. 
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de  Maupertuis,  la  cause  indiquée  par  M.  Todliunter  parait  assez 
fondée. 

Maupertuis  était,  à  cette  époque,  au  sein  de  l'Académie  des 
Sciences,  l'un  des  plus  chauds  partisans  de  la  théorie  de  Newton, 
qui  conduisait  à  un  sphéroïde  aplati  vers  les  pôles  5  les  Cassini, 
au  contraire,  tenaient  pour  un  sphéroïde  allongé.  Une  expédition 
avait  été  envoyée  par  l'Académie  au  Pérou  pour  résoudre  la  ques- 
tion^ Maupertuis  avait  obtenu  du  Ministre  M.  de  Maurepas  d'être 
envoyé  dans  les  régions  polaires.  Pour  lui,  il  fallait  non-seulement 
faire  vite,  mais  aussi  trouver  un  aplatissement  vers  les  pôles.  Or, 
parmi  les  opérations  exécutées,  il  en  existe  sur  lesquelles  cette 
préoccupation  a  pu  avoir  quelque  influence. 

i*'  Les  angles  géodésùjues  sont  à  peine  influencés  par  les  opi- 
nions théoriques  des  observateurs  ;  que  la  Terre  soit  ou  non  aplatie 
aux  pôles,  ils  conservent  à  peu  près  les  mêmes  valeurs  :  on  ne  pou- 
vait donc  prévoir  dans  quel  sens  le  résultat  serait  alîecté  par  une 
erreur  commise. 

2°  Dans  la  mesure  de  la  base,  il  en  est  tout  autrement  :  plus 
grande  est  la  valeur  obtenue,  plus   probable  est  la  forme  aplatie. 

3°  Pour  l'amplitude  de  l'arc,  il  en  est  encore  de  même  :  plus 
petite  est  la  valeur  obtenue,  plus  probable  est  la  forme  aplatie. 

Dans  ces  deux  parties  de  l'opération,  le  désir  secret  de  l'astro- 
nome peut  donc  exercer  une  influence  considérable.  Or  il  est 
remarquable  que  l'amplitude  de  l'arc  trouvé  par  Maupertuis, 
Clairaut  et  Outhier  est  trop  petite-,  Svanberg,  qui  fut  envoyé  en 
Laponie  pour  vérifier  les  mesures  de  Maupertuis,  partit,  au  con- 
traire, avec  l'idée  préconçue  qu'il  devait  trouver,  pour  la  valeur 
linéaire  d'un  degré,  un  nombre  moindre  que  celui  de  Maupertuis. 
Il  reconnut  que  le  degré  de  Maupertuis  était  trop  long  de 
220  toises. 

WiLsoN  (J.-M.).  —  Sur  l'orbite  de  Castor. 

Quelques  astronomes  avaient  déjà  montré  par  des  méthodes 
graphiques  que  l'orbite  de  Castor  était  hyperbolique.  M.  Wilson, 
directeur  de  l'Observatoire  de  M.  Temple  à  Rugby,  reprend  l'étude 
de  cette  question  par  l'analyse  ;  sa  conclusion  est  la  même  : 

«  Il  résulte  donc  de  là  que  Castor  n'est  point,  à  proprement  parler, 
un  système  binaire,   mais  qu'on  doit  le  considérer  comme  formé 
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de  deux  étoiles,  ayant  des  mouvements  propres  dans  des  directions 
à  peu  près  opposées  5  on  a  pu,  par  suite,  constater  une  fois  leur 
rapprochement,  mais  un  pareil  rapprochement  ne  pourra  plus  être 
trouvé  désormais.  » 

Pboctor  (R.-A.).  —  Sur  la  nécessité  d'observer  les  météores 
de  novembre. 

La  discussion  des  observations  faites  par  MM.  Parnisetti,  Maggi, 
Garibaldi  et  Denza  à  Alexandrie,  Volpeglino,  Gènes  et  Milan, 
prouve  que,  au  passage  de  l'année  dernière  (1871),  l'amas  météo- 
rique non-seulement  a  été  beaucoup  moins  abondant,  mais  que  sa 
position  a  été  troublée;  car  la  partie  que  traverse  actuellement  la 
Terre  n'est  qu'un  résidu  et,  pour  ainsi  dire,  une  queue  ténue, 
située  en  arrière  du  groupe  central  beaucoup  plus  ramassé  et  beau- 
coup plus  dense.  Il  importe  donc  d'observer  chaque  année  les  phé- 
nomènes météoriques  de  novembre  :  on  connaîtra  ainsi  la  durée 
pendant  laquelle  ils  se  produiront,  et  par  suite  le  degré  d'allonge- 
ment que  l'essaim  a  déjà  éprouvé  sous  l'influence  de  la  Terre. 

Greg  f  R.-P.).  —  Tableau  comparatif  des  points  radiants  et 
durées  des  averses  météoriques. 

Depuis  que  les  magnifiques  travaux  de  M.  Schiaparelli  ont 
montré  les  relations  qui  existent  entre  les  comètes  et  les  averses 
météoriques,  l'étude  de  ces  phénomènes  a  pris  une  importance 
considérable  et  qu'on  ne  pouvait  soupçonner  autrefois.  En  France, 
les  averses  d'août  et  de  novembre  sont  régulièrement  suivies  -,  en 
Angleterre,  l'Association  Britannique  a  chargé  une  de  ses  Commis- 
sions de  la  mise  en  œuvre  d'un  système  continu  d'observations;  en 
Italie,  INIM.  Schiaparelli,  Zezioli,  Denza  et  Serpieri  font  des  étoiles 
filantes  le  principal  sujet  de  leurs  travaux;  en  Allemagne,  M.  Heis 
a  publié  sur  le  même  sujet  des  Mémoires  fort  curieux. 

Il  résulte  de  toutes  ces  études  que  les  météores  lumineux 
paraissent  venir  d'un  grand  nombre  de  points  radiants  :  M.  Schia- 
parelli en  admet  1 89  •,  Herschel  et  le  Comité  des  météores  huni- 
neux  en  comptent  i5o.  M.  Greg  soumet  l'existence  de  tous  ces 
centres  de  radiation  à  une  discussion  nouvelle.  D'après  lui,  il  faut 
les  réduire  au  plus  à  i32,  et  même  l'existence  d'un  certain  nombre 
d'entre  eux  lui  semble  être  douteuse  et  demander  confirmation.  Il 
joint  d'ailleurs  à  son  nouveau  catalogue  un  élément  important,  et 
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que  cependant  on  n'avait  point  encore  considéré  jusqu'ici,  «  le 
temps  pendant  lequel  la  cliute  correspondant  à  un  point  radiant 
déterminé  persiste  chaque  année.  »  Certains  d'entre  eux  subsistent 
pendant  près  d'un  mois  et  demi. 

Herschel  (A. -S.).   —   Observations    des   auei'ses    niétéoriques 
supposées  en  relation  avec  la  comète  de  Biéla. 

Malgré  les  encouragements  donnés  à  l'étude  des  averses  météo- 
riques par  l'Association  Scientifique  de  France,  il  n'a  été  rien  fait 
en  France  à  cet  égard  au  point  de  vue  théorique.  Un  astronome  de 
Vienne,  M.  Weiss  (*),  a  complété  la  solution  esquissée  par 
M.  Schiaparelli.  Le  Mémoire  de  M.  Weiss  inspire  au  professeur 
Herschel  les  réflexions  suivantes  :  «  D'après  les  observations 
d'Olbers,  le  nojau  de  la  comète  de  Biéla  a  passé,  le  3  décembre 
i833,  cà  une  très-faible  distance  de  la  Terre  (20  000  milles  anglais 
ou  environ  40000  kilomètres).  Une  portion  de  cette  comète  n'a- 
t-elle  pas  été  à  cette  époque  détournée  de  son  chemin?  Une  partie 
de  cet  amas  d'astéroïdes,  réunis  jusqu'alors  entre  eux  par  les  lois 
de  la  gravitation,  n'a-t-elle  pas  été  détachée  par  l'attraction  plus 
puissante  de  la  Terre?  » 

En  i832,  Olbers  a  calculé  exactement  la  position  du  périhélie  de 
cette  comète,  et  depuis  cette  époque,  en  effet,  à  divers  intervalles, 
dans  la  nuit  du  6  au  7  décembre,  plusieurs  astronomes  ont  observé 
des  averses  de  météorites  ayant  pour  point  radiant  la  position  assi- 
gnée par  Olbers  au  périhélie  de  la  comète  de  Biéla  (point  situé 
entre  les  constellations  de  Cassiopée  et  d'Andromède).  Ce  phéno- 
mène a  été  aperçu  en  France,  en  Belgique  et  aux  Etats-Unis  dans 
l'année  i838;  en  1847  par  M.  Heis,  à  Aix-la-Chapelle^  par  les 
astronomes  italiens  MM.  Zezioli  et  Schiaparelli  en  1867,  environ 
un  an  après  le  passage  de  la  comète  par  son  nœud  descendant. 

La  comète  de  Biéla  doit  passer  par  ce  point  de  son  orbite  à  la  fin 
de  1872  ;  il  faudra  donc  observer  avec  soin  les  étoiles  filantes  du 
mois  de  novembre,  ainsi  que  celles  du  commencement  de  décembre 
1873. 

HuGGiNs  (R.-H.).  —  Observations  spectroscopiques  d'étoiles 
et  de  nébuleuses . 

(')  Beitràge  ziir  Kenntiiiss  der  Scernschnuppen.  [Sitzungsberichte  der  Wiener  Aha~ 
demie,  t.  LVII,  1868.) 
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De  même  que  la  hauteur  d'un  son  augmente  ou  diminue  selon 
que  le  corps  sonore  qui  l'émet  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  l'audi- 
teur, de  même  les  lignes  du  spectre  d'un  astre  doivent  se  rappro- 
cher de  plus  en  plus  du  rouge  à  mesure  que  la  vitesse  avec  laquelle 
cet  astre  se  rapproche  de  notre  système  planétaire  augmente. 

Les  observations  fondées  sur  cet  ordre  de  faits  sont  fécondes  en 
résultats.  M.  Brûnnow,  l'un  des  astronomes  qui  s'occupent  le  plus 
de  la  détermination  des  mouvements  propres  des  étoiles,  considère 
cette  méthode  comme  au  moins  égale  en  valeur,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  à  celle  qui  emploie  les  anciens  procédés  de  mesure 
(micrométriques,  héliométriques). 

M.  Huggins  s'attache  surtout  à  l'étude  de  la  raie  F  du  spectre  de 
l'étoile  (2"  ligne  du  spectre  de  l'hydrogène),  et  mesure  le  déplace- 
ment de  cette  ligne  soit  vers  le  violet,  soit  vers  le  rouge. 

Le  tableau  suivant  résume  quelques-uns  des  résultats  principaux 
obtenus  par  lui  : 


ÉTOILES 
s'éloignant  du  Soleil. 

MILLES 

parcourus 

par  seconde. 

ÉTOILES 
se  rapprochant  du  Soleil. 

MILLES 

parcourus 

par  seconde. 

18  à   22 

22 

i5 
25  à  2S 
12  à   17 

55 

44  à  54 

39 

49 

/,6  à  61 

Véga 

Rigel 

Castor 

Régulus 

Polhix 

c.  Grande  Ourse.  . . . 

Ch.  a. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

T.  LXXV,  2^  semestre  1872  (//?). 

N°  27.  Séance  du  30  décembre  1872. 

Faye.  —  Explication  des  taches  du  Soleil  (suite). 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  coJidition  pow  qu  une  famille  de  sur- 
faces fasse  partie  d'un  sjstènie  orthogonal. 
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M.  Caylej  revient  sur  la  question  dont  il  s'était  déjà  occupé 
dans  les  séances  du  22  et  du  29  juillet  1872,  et  l'aborde  par  une 
autre  méthode  qui  le  conduit  à  l'équation  déjà  obtenue. 

DouTRELAiNE.  —  Suj'  Iss  indications  données,  dès  1809,  par 
M.  Laussedat,  concernant  le  projet  de  la  prolongation  de  la  mé- 
ridienne de  France  en  Espagne  et  en  Algérie. 

Baillaud.  —  Suite  de  V éphéméride  de  la  planète  (^. 

T.  LXXVI,  I"  semestre  1873. 

N°  1.  Séance  dn  6  janvier  1873. 

Galigny  (A.  de).  —  Sur  les  coups  de  bélier  de  la  houle  contre 
les  plages  inclinées. 

BoRRELLY.  —  Observations  de  la  planète  (^^  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Marseille. 

BossERT.  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  planète  (^  . 

Darboux  (G.).  —  Sur  l'équation  du  troisième  ordre  dont  dé- 
pend le  problème  des  surfaces  orthogonales. 

FoNviELLE  (W.  de).  —  Note  sur  v  observation  faite  par  Hévé- 
lius  en  lôSa. 

N"  2.  Séance  dn  13  janvier  1875. 

Mouchez  (E.).  —  Note  sur  le  levé  des  côtes  de  l' Algérie . 

Resal  (H.)  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  effets  observés  par 
Savart  sur  l'influence  mutuelle  de  deux  pendules . 

Darboux  (G.).  —  Sur  V  équation  du  troisième  ordre  dont  dé- 
pend le  problème  des  surfaces  orthogonales  (suite). 

M.  Darboux  avait  démontré  [Annales  de  l'Ecole  Normale ^ 
t.  ITI)  que,  dans  un  système  de  surfaces  orthogonales,  le  paramètre 
d'une  quelconque  de  ces  surfaces,  considéré  comme  fonction  des 
coordonnées  rectangles,  devait  vérifier  une  seule  équation  aux  dif- 
férences partielles  du  troisième  ordre  5  M.  Cayley  a  présenté  la 
formation  de  cette  équation  dans  les  Comptes  rendus  du  22  juillet 
1872.  M.  Darboux  reprend  cette  détermination,  et  obtient  l'équa- 
tion générale  sous  une  forme  symétrique;  il  en  déduit  plusieurs 
conséquences,  celle-ci  entre  autres  :  «  On  a  un  système  orthogonal 
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dont  peut  faire  partie  toutQ  surface,  en  considérant  des  surfaces 
qui  ont  pour  trajectoires  orthogonales  des  cercles  normaux  à  une 
splière  fixe,  et  l'on  peut  toujours  obtenir  le  système  dont  fait  partie 
une  surface  donnée  à  l'avance  sans  aucune  intégration.  » 


^t»'^ 


N°  3.  Séance  da  20  janvier  1873. 

Chasles.  —  Note  relative  à  la  détej'inination  du  nombre  des 
points  d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre  quelconque^  qui  se 
trouvent  à  distance  Jinie . 

M.  Cliasles  avait  déjà  démontré,  dans  le  numéro  du  3o  sep- 
tembre 1872  [Comptes  rendus)^  la  proposition  relative  au  nombre 
des  points  d'intersection  de  deux  courbes,  en  s'appuyant  sur  le  prin- 
cipe de  correspondance  et  en  faisant  intervenir  la  propriété  carac- 
téristique d'une  courbe  d'être  rencontrée  par  une  droite  quelconque 
en  un  nombre  constant  de  points;  M.  Cliasles  donne  ici  deux  nou- 
velles démonstrations  également  simples,  qui  reposent  sur  la  consi- 
dération soit  des  tangentes,  soit  des  normales. 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  les  résidus  de  cinquième  puissance. 

L'auteur  se  propose  d'établir  pour  les  résidus  de  cinquième  puis- 
sance une  loi  de  réciprocité  analogue  à  celles  que  Gauss  et  Jacobi 
ont  trouvées,  le  premier  pour  les  résidus  biquadratiques,  et  le  second 
pour  les  résidus  cubiques-,  il  fait  suivre  sa  Note  de  plusieurs  théo- 
rèmes sur  les  nombres  triangulaires. 

BoTiRELLY.  —  Observations  de  la  plajiète  (m)^  et  découverte 
d'une  nouvelle  étoile  variable. 

Darbotjx  (G.).  —  Sur  le  problème  des  surfaces  orthogonales. 

Après  avoir  donné,  à  des  points  de  vue  différents,  plusieurs 
extensions  à  sa  Communication  précédente,  M.  Darboux  termine  sa 
Note  par  la  proposition  suivante  :  «  On  prend  une  splière  fixe  (S) 
et  une  surface  fixe  (E).  Toutes  les  sphères  qui  coupent  (S)  sous 
un  angle  constant  a ,  et  suivant  un  cercle  dont  le  plan  est  tangent 
à  (S),  enveloppent  une  surface  (N„).  L'ensemble  des  surfaces  (N„), 
correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  l'angle  a,  constitue  une  fa- 
mille de  surfaces  faisant  partie  d'un  système  triple  de  surfaces  or- 
thogonales. Les  surfaces  (N,,)  ont  pour  trajectoires  des  cercles  or- 
thogonaux à  (S)  ». 
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FaÀ  de  Bruno  (Fr.).  —  Note  slw  les  foiicùoiis  symétriques. 

Meier  Hirsch  a  publié,  en  1809,  des  Tables  numériques  pour 
effectuer  le  calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  des  équa- 
tions jusqu'au  dixième  degré  inclusivement 5  M.  Faà  de  Bruno 
donne  à  ces  Tables  une  disposition  un  peu  différente,  et  met  ainsi 
en  évidence  certaines  propriétés  des  coefficients  nuuiériques  signa- 
lées parCayleyj  il  indique,  en  outre,  les  diverses  simplifications 
qu'on  peut  apporter  dans  le  calcul  de  ces  Tables. 

N°  4.  Séance  dn  27  janYJer  1873. 

Caligny  (A.  de).  —  Sur  les  manœuvres  de  l'écluse  de  V Au- 
hois  et  sur  les  propriétés  de  cet  appareil. 

Heis  (E.)  .  —  Atlas  cœlestis  novus.  Stellce  per  mediam  Europani 
solis  oculis  conspicuœ,  secundum  'veras  lucis  magnitudines  e  cœlo 
ipso  descriplœ. 

Ce  nouvel  Atlas  céleste,  dit  l'auteur,  qui  n'est,  pour  ainsi  dire, 
que  la  suite  et  l'amplification  de  l'Ouvrage  connu d'Argelander,  Ura- 
noTnetria  nova,  i843,  est  le  résultat  de  vingt-sept  années  de  travail. 

N°  5.  Séance  du  3  février  1873. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérances  et  les  taches  solaires. 
Résumé   des  observations  des  protubérances   solaires  faites  du 
i3  août  à  la  fin  de  l'année  1872. 

MoRiN  (le  général).  —  Rapport  sur  un  3Iémoire  présenté  à 
V Académ.ie  des  Sciences  par  ^ï.  Bertin,  Ingénieur  de  la  Marine., 
et  ayant  pour  titre  :  «  Etude  sur  la  ventilation  d'un  transport- 
écurie  ». 

BossERT.  —  Ephéméride  de  la  planète  (S). 

BoRRELLY.  —  Observations  de  la  planète  (^. 

Martin  de  Brettes.  —  Note  sur  la  pénétration  des  projectiles 
oblongs  dans  les  milieux  résistants. 

Dans  une  première  Note  [Comptes  rendus,  16  décembre  1872), 
l'auteur  avait  comparé  les  pénétrations  de  deux  projectiles  lancés 
avec  la  même  vitesse  5  il  suppose  ici  qu'ils  possèdent  des  vitesses 
inégales,  mais  assez  peu  différentes  pour  que  la  loi  de  la  résistance 
du  milieu  soit  pratiquement  la  même  pour  les  deux  projectiles. 
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N°  6.  Séance  du  10  février  1873. 

Faye.  —  Explication  des  taches  solaires;  réponse  à  une  cri- 
tif/ue  des  «  Memorie  degli  Spettroscopisti  italiani  n . 

Caligivy  (A.  de).  —  Note  sur  les  moyens  de  faire  fonctionner 
d' eux-mêmes  plusieurs  sj sternes  de  barrages  mobiles. 

LocKYER  (J.-N.)  et  Seabrohe  (G. -M.).  —  Nouvelle  méthode 
pour  observer  la  chromosphère. 

N°  7.  Séance  du  17  féTrier  1873. 

Faye.  —  Explication  des  taches  solaires  (fin  de  la  réponse  aux 
critiques  de  MM.  Tacchini  et  Secchi). 

Caligny  (A.  de).  —  Note  sur  V écoulement  de  l'eau  des  ma- 
rais d'Ostie^  en  vertu  de  la  baisse  alternative  des  ^'agues,  et  sur 
la  destruction  d'un  banc  de  sable. 

Levret  (le  colonel).  —  Détermination  des  positions  géogra- 
phiques sur  un  ellipsoïde  quelconque. 

Hugo  (L.).  — Note  sur  deux  dodécaèdres  antiques  du  Musée 
du  Louvre. 

Tacchini.  —  Sur  quelques  phénomènes  particuliers  offerts  par 
la  planète  Jupiter  pendant  le  mois  de  janvier  iSyS. 

Weyr  (Ed.).  —  Classificatioji  des  courbes  du  sixième  ordre 
dans  l'espace. 

BouRGET  (J.)-  —  Théorie  mathématique  des  expériences  de 
Pinaud,  relatives  aux  sons  rendus  par  les  tubes  chauffés. 

M.  Bourget  s'est  proposé  de  trouver  les  véritables  lois  des  phé- 
nomènes observés  par  Pinaud  et  Sondliaus,  en  les  rattacliant  à  la 
théorie  générale  des  tuyaux  sonores,  d'après  les  principes  donnés 
par  Duhamel  dans  son  ]Mémoire  Sur  les  tuyaux  à  cheminée. 

Cornu  (A.)  et  Mercadier.  —  Sur  la  mesure  des  intervalles 
musicaux . 

N°  8.  Séance  h  24  février  1873. 

Caligny  (A.  de).  —  Note  sur  une  propriété  essentielle  de  l'ap- 
pareil établi  à  l'écluse  de  V Aubois. 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  la  classification  des  courbes  du  sixième 
ordre  (suite). 
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RiBArcouR.  —  Sur  les  systèmes  cjcliques. 

L'auteur  se  propose  de  montrer  qu'il  suffit  de  connaître  trois 
surfaces  trajectoires  d'une  famille  de  cercles  pour  construire  toutes 
les  autres  sans  intégration  préalable  5  il  nomme  système  cyclique 
un  système  triplement  orthogonal,  dont  une  famille  a  pour  trajec- 
toires des  cercles.  Il  fait  en  outre  remarquer  qu'il  avait  aussi  indi- 
qué avant  M.  Darboux  un  système  triple  orthogonal  obtenu  sans 
intégration  dont  peut  faire  partie  une  surface  quelconque,  ce  sys- 
tème étant  différent  de  celui  des  surfaces  parallèles  et  de  son  trans- 
formé par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Perry  (G.).  —  Sur  le  troisième  rayon  dans  le  cas  général  des 
cristaux  triréfringents .  —  Sur  la  variabilité  des  coefficients  d'é- 
lasticité et  la  dispersion. 

Notes  prises  par  M.  Perry  au  cours  de  Lamé  en  1861-1862  et 
1 863- 1864  5  la  dernière  Note  est,  comme  le  dit  l'auteur,  copiée 
presque  textuellement  sur  les  feuilles  données  par  Lamé  en  i863- 
1864. 

N°  9.  Séance  da  3  mars  1873. 

Faye.  —  Note  sur  l'oscillation  elliptique  des  cyclones  solaires. 

Secchi   (le  P.).  —  Sur  la  nature  et  l'origine  des  taches    so- 


aires. 


Phillips.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Kretz,  ayant  pour 
titre  :  «  De  l'élasticité  dans  les  machines  en  mouvement  w. 

Le  Mémoire  dont  il  s'agit  est  particulièrement  consacré  à  l'étude 
de  l'inlluence  exercée  par  l'élasticité  des  courroies  sans  fin  :  d'une 
part,  sur  les  rapports  des  vitesses  angulaires  des  arbres  tournants, 
et,  d'autre  part,  sur  leurs  actions  mutuelles.  Ces  recherches  sont 
fondées  sur  les  lois  relatives  à  l'élasticité  et  à  la  résistance  des  cour- 
roies, telles  qu'elles  résultent  d'expériences  faites  par  M.  Kretz 
lui-même  il  y  a  environ  douze  ans.  Voici  l'énoncé  du  j)roblème  gé- 
néral que  l'auteur  s'est  proposé  de  résoudre  :  «  Une  série  d'arbres 
qui  se  transmettent  le  mouvement  de  l'un  à  l'autre,  à  l'aide  de 
roues  d'engrenage,  de  poulies  et  de  courroies,  sont  sollicités  par 
des  forces  extérieures,  supposées  connues  :  trouver  les  vitesses  an- 
gulaires des  diverses  roues  et  les  tensions  des  organes  de  transmis- 
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sion,  en  tenant  compte  de  l'élasticité  des   courroies,  de  la  torsion 

des  arbres,  de  la  flexion  des  bras.  » 

M.  Phillips  conclut  en  ces  termes  :  «  En  résumé,  l'auteur  est 
parvenu,  dans  une  question  présentant  de  grandes  difficultés,  à 
des  résultats  exacts  dans  les  limites  auxquelles  il  était  permis  de 
prétendre,  et  susceptibles,  dans  nombreuses  circonstances,  d'appli- 
cations utiles En  conséquence,  votre  Commission    est    d'avis 

que  le  Mémoire  de  M.  Kretz  est  très-digne  de  l'approbation  de 
l'Académie,  et  elle  a  l'honneur  de  vous  proposer  d'en  ordonner 
l'insertion  dans  le  Recueil  des  Savants  étrajigers.  » 

Levret  (H.).  — Influence,  sur  le  résultat  des  opérations  géodé- 
siques,  de  la  substitution  des  arcs  de  plus  courte  distance  aux 
sections  planes  de  V  ellipsoïde  ;  expression  de  la  correction  qui 
doit  être  faite  à  toutes  les  valeurs  des  mesures  d'angle. 

Mannheim  (A.).  —  Sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite 
mobile  dans  l'espace. 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  les  courbes  du  sixième  ordre  à  double 
courbure  (suite  et  fin 5  voir  les  séances  des  17  et  24  février). 

Les  diverses  espèces  de  courbes  dans  l'espace  ont  été  énumérées, 
pour  les  cinq  premiers  ordres,  par  MM.  Salmon  et  Cajley  [Cam- 
bridge and  Dublin  Math.  Journal,  t.  V,  p.  23  ;  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences.,  t.  LYIII,  p.  994)-  M.  Weyr  donne, 
en  suivant  la  marche  de  ces  géomètres,  une  classification  des 
courbes  gauches  du  sixième  ordre.  Voici  le  résumé  général  de  cette 
classification  : 

Désignons  par  Cg  une  courbe  non  plane  du  sixième  ordre. 

i''^  CLASSE  :  courbe  Q--^'. 

Ce  sont  les  courbes  d'intersection  complète  d'une  surface  du  se- 
cond ordre  avec  une  surface  du  troisième  ordre  ;  elles  ont  six  points 
doubles  apparents.  Il  n'y  a  qu'une  seule  espèce.  Elles  sont  aussi 
données  par  l'interseclion  de  deux  surfaces  du  troisième  ordre  ayant 
en  commun  une  courbe  plane  du  troisième  ordre. 

2*=  CLASSE  :  courbes  C^''. 

Ce  sont  les  courbes  qui  ne  sont  jamais  situées  sur  une  surface  du 
second  ordre-,  elles  sont  l'intersection  d'une  surface  du  troisième 
ordre  et  d'une  surface  du  quatrième  ordre-,  elles  peuvent  avoir  six, 
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sept,  huit,  neuf  ou  dix  points  doubles  apparents,  et  donnent  ainsi  lieu 
à  cinq  espèces.  Une  courbe  d'une  quelconque  de  ces  espèces  forme, 
avec  une  courbe  de  même  espèce ,  l'intersection  complète  d'une 
surface  du  troisième  ordre  et  d'une  surface  du  quatrième  ordre. 
L'espèce  correspondant  à  neuf  points  doubles  apparents  peut  être 
donnée  aussi  par  l'intersection  de  deux  surfaces  du  troisième  ordre, 
qui  ont  en  commun  trois  droites  ne  se  rencontrant  pas. 

S*^  CLASSE  :  courbes  Q'^. 

Ce  sont  les  courbes  qui  se  trouvent  toujours  sur  une  surface  du 
second  ordre,  et  par  lesquelles  on  ne  peut  pas  faire  passer  des  sur- 
faces du  troisième  ordre.  Il  y  en  a  deux  espèces  :  la  première  possède 
sept  points  doubles  apparents,  et  est  l'intersection  partielle  d'une 
surface  du  second  ordre  et  d'une  surface  du  quatrième  ordre  ayant 
en  commun  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas  ^  la  seconde  pos- 
sède dix  points  doubles  apparents,  et  est  l'intersection  partielle 
d'une  surface  du  second  ordre  et  d'une  surface  du  cinquième  ordre 
ayant  en  commun  quatre  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas. 

Dans  cette  nomenclature,  les  sous-espèces  ne  sont  j)as  énumérées. 

Halphen.  —  Note  relative  à  une  Communication  sur  les  courbes 
gauches  algébriques . 

M.  Chasles,  en  déposant  sur  le  bureau  le  premier  numéro  du 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  présente  les  con- 
sidérations suivantes  : 

«  Les  Mathématiques  théoriques ,  base  fondamentale ,  dans 
toutes  leurs  parties,  des  travaux  techniques,  avaient  à  désirer  une 
Association  spéciale,  telle  que  celle  qui  a  été  fondée  dans  ces  der- 
nières années,  en  Angleterre,  à  l'imitation  de  la  Société  Astrono- 
mique de  Londres,  qui,  depuis  les  premiers  temps  de  ce  siècle,  a 
contribué  aux  progrès  des  diverses  parties  de  la  Mécanique  céleste, 
et  à  l'émulation  entre  les  Observatoires  nombreux  de  la  Grande- 
Bretagne  et  ceux  de  notre  continent  et  de  l'Amérique.  Indépendam- 
ment de  la  Société  Mathématique  de  Londres,  nous  pouvons  citer 
celles  qui  viennent  de  se  former  récemment  à  Moscou  et  à  Prague. 

Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  dire  à  l'Académie  que  notre 
Société  3Iathématique  compte  à  sa  naissance  cent  cinquante 
membres,  et  a  la  confiance  que  ses  eiforts  mériteront  le  concours 
et  les  encouragements  de  tous  ceux  qui  reconnaissent  l'importance 
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et  la  haute  nécessité,  à  tous  égards,  de  la  culture  incessante  de 
toutes  les  branches  des  Sciences  mathématiques.  » 

NO  10.  Séance  du  10  mars  1873. 

Faye.  —  Sur  la  nouvelle  hypothèse  du  P.  Secchi. 

Faye.  —  Sur  la  circulation  de  l'hydrogène  solaire,  avec  une 
réponse  à  un  point  de  la  Note  de  M.  Tacchini. 

PuisEux  (V.).  —  Rapport  sur  deux  Mémoires  présentés  à 
l'académie  par  M.  MaximiJien  Marie,  et  ayant  pour  titres,  V un  : 
«  Détermination  des  points  antiques  oii  est  limitée  la  région  de 
convergence  de  la  série  de  Taylor  y)  \  V  autre  :  «  Construction  du 
périmètre  de  la  région  de  convergejice  de  la  série  de  Taylor  w . 

«  Lorsqu'une  fonction j^  d'une  variable  imaginaire  x  doit  satis- 
faire à  une  équation  algébrique 

f{x,  y)  —  G, 

elle  a  généralement  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur  de  x. 
Concevons  que  x  varie  d'une  manière  continue  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  initiale  a  ;  choisissons,  pour  la  valeur  initiale  b  de  y^ 
une  racine  de  l'équation 

/(«,  j)  =  o, 

que  nous  supposerons  n'être  ni  multiple  ni  infinie,  et  enfin  assu- 
jettissons y  à  varier  d'une  manière  continue  avec  x.  Alors  y  ne 
cessera  pas  d'être  une  fonction  finie  et  déterminée  de  x,  si  toutefois 
on  évite  de  faire  prendre  à  cette  variable  certaines  valeurs  critiques 
dont  la  définition  n'a  pas  toujours  été  donnée  avec  une  précision 
suffisante. 

w  On  peut,  en  multipliant  l'inconnue j)'^  par  une  fonction  entière 
de  jc,  faire  en  sorte  que  la  nouvelle  inconnue  ne  devienne  plus 
infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  x.  Cette  supposition  admise, 
on  a  souvent  dit  que  les  valeurs  critiques  de  x  sont  celles  pour 
lesquelles  la  fonction  y  devient  une  racine  multiple  de  l'équation 
proposée. 

»  Cette  définition  est  exacte  en  général  ^  en  effet,  pour  une  telle 
valeur  c  de  x  et  pour  la  valeur  correspondante  de  j^,  on  a 

^  =  o- 
df 
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mais  généralement  on  n'aura  pas  en  même  temps 

^=o 
dx 

Alors  la  racine  considérée  fera  partie  d'un  groupe  de  fonctions  qui 
échangent  circulairemcnt  leurs  valeurs  lorsque  le  point  M,  corres- 
pondant à  la  variable  ^  (*),  décrit  un  cercle  infiniment  petit  autour 
du  point  C  correspondant  à  c.  Lors  donc  que  le  point  mobile  M 
suivra  un  chemin  passant  par  le  point  C,  la  valeur  àa  j  cessera  au 
delà  de  ce  point  d'être  complètement  déterminée  j  car,  si  l'on  déforme 
un  peu  le  chemin  sans  en  changer  les  extrémités,  la  valeur  finale 
Hc  y  sera  dilïérente,  selon  cjuc  le  point  M  aura  passé  d'un  côté  ou 
de  l'autre  du  point  C. 

»  Mais  si  au  point  C  on  avait  à  la  fois 

df  df 

il  pourrait  arriver  que  la  fonction  y  ne  s'échangeât  avec  aucune 
autre  autour  de  ce  point,  et  restât  par  conséquent  déterminée, 
lorsqu'on  le  franchirait  \  c'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  les 

dérivées  partielles  -y^^  -y-^  n'étaient  nulles  ni  l'une  ni  l'autre,  non 

plus  que  l'expression 

d'fd\f       (  d\f 


dx'  dy        \dx  dy 

Dans  ce  cas,  la  valeur  c  de  a:  ne  serait  pas  véritablement  critique. 

))  Pour  éviter  les  exceptions  que  comporte  la  définition  précé- 
dente, M.  Marie  appelle  valeurs  critiques  de  x  les  valeurs  qui 
rendent  infinie  y  ou  l'une  de  ses  dérivées.  Cette  définition  nous 
semble  préférable  à  l'autre,  surtout  quand  on  se  propose  d'étudier 
les  couditions  de  possibilité  du  développement  de  la  fonction  r  par 
la  série  de  Taylor. 

»  M.  Marie  s'est  occupé  spécialement  de  ce  dernier  problème, 
que  l'on  peut  poser  comme  il  suit  :  Etant  données  la  valeur  initiale 
a  de  x  et  la  valeur  correspondante  h  de  j  ,  trouver  dans  quelles 

C)  Nous  entendons  par  là,  suivant  l'usage,  le  point  qui  a  pour  coordonnées  rectan- 
gulaires la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/^  dans  la  valeur  de  x. 

Bull,  des  Sciences  machém.  et  astron.,  t.  V.  (Septembre  1873.)  9 
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limites  la  fonction  j)^  peut  être  développée  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  a. 

))  On  sait  par  les  travaux  de  Caucliy  qu'un  tel  développement 
subsiste  tant  que  le  point  mobile  M,  correspondant  à  x,  reste  dans 
l'intérieur  d'un  cercle,  qui  a  pour  centre  le  point  A  correspondant 
à  rt  et  qui  ne  renferme  aucun  point  critique,  c'est-à-dire  aucun 
point  correspondant  à  une  valeur  critique  de  x. 

))  Mais  il  convient  de  faire  ici  une  distinction  sur  laquelle 
]M.  Marie  insiste  dans  son  premier  Mémoire.  Le  point  IM,  décrivant 
un  chemin  continu  à  partir  de  la  position  initiale  A,  peut  arriver 
dans  une  position  C  qui  soit  cri  tique  pour  quelques-unes  des  valeurs 
dej)^,  que  détermine  l'équation 

f{x,  x)  =  o, 

et  qui  ne  le  soit  pas  pour  les  autres.  Dans  ce  cas,  la  circonférence 

décrite  du  point  A  comme  centre  avec  AC  pour  rayon  ne  limitera 

la  convergence  de  la  série  que  si  le  point  C  est  critique  pour  la 

racine  parti culièrej)^  que  l'on  considère.  11  ne  serait  donc  pas  exact 

de  dire  d'une  manière  générale  que  la  convergence  est  limitée  par 

la  circonférence  dont  le  rayon  est  la  distance  du  point  A  au  plus 

voisin  de  tous  les  points  critiques  répondant  aux  diverses  racines 

de  l'équation 

f\x,  y)  =  o. 

»  Cette  distinction  n'a  sans  doute  pas  échappé  à  la  plupart  des 
géomètres  qui  se  sont  occupés  de  ces  questions  ;  cependant  elle  n'a 
pas  toujours  été  formulée  assez  nettement,  et  le  rapporteur  pour- 
rait citer  un  passage  de  ses  propres  écrits  d'où  il  semblerait  l'ésulter 
que  la  circonférence  de  moindre  rayon  donne  toujours  la  limite  de 
la  convergence.  Il  est  vrai  que  cette  interprétation  se  trouve  dé- 
mentie par  un  autre  passage  du  même  Mémoire  ;  mais  enfin  on  doit 
reconnaître  que,  si  l'erreur  n'a  pas  existé  dans  l'esprit  de  l'auteur, 
son  langage  n'a  pas  été  suffisamment  correct.  Quoi  qu'il  en  soit, 
M.  Marie  a  eu  raison  d'insister  sur  la  nécessité  de  faire  cesser  la 
confusion  qui  pourrait  rester  à  cet  égard  dans  quelques  esprits  ('). 

(')  Dans  le  préambule  de  son  travail,  M.  I\Iarie  signale  plusieurs  auteurs  comme 
n'ayant  pas  connu  la  vraie  limite  de  la  région  de  convergence;  à  notre  avis,  on  peut 
tout  au  plus  leur  reproclicr  des  inexactitudes  de  rédaction  qui  s'expliquent  par  cette 
circonstance  que  la  limitation  précise  de  la  convergence  était  inutile  aux  recherches 
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»  Cette  remarque  faite,  M.  Marie  s'est  proposé  de  traiter  la  ques- 
tion suivante  : 
»   Une  équation 

f[x,  y)  =  o 

étant  donnée,  et  une  fonction  particulière  j^  étant  choisie  parmi 
celles  que  détermine  l'équation,  assigner  le  rayon  du  cercle  de  con- 
vergence correspondant  à  une  valeur  initiale  donnée  de  x. 
))  On  voit  aisément  que  ce  problème  se  ramène  à  celui-ci  : 
))  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  correspondant  à  des  valeurs 
n  cl  h  de  x,  étant  donnée  de  plus,  parmi  les  racines  de  l'équation 

/(«,  j)  =  o, 

celle  qu'on  regarde  comme  la  valeur  initiale  de  j^,  assigner,  parmi 
les  racines  de  l'équation 

f^b,y)  =  o, 

celle  qui  est  la  valeur  finale  de  j-,  en  supposant  connu  le  chemin 
par  lequel  le  point  mobile  correspondant  à  la  variable  x  est  allé 
de  A  en  B. 

»  La  solution  générale  de  ce  problème  dépasse  sans  doute  les 
forces  actuelles  de  l'Analyse,  et  les  procédés  qu'on  peut  imaginer 
pour  le  traiter  ne  sont  pratiquement  applicables  qu'à  des  équations 
d'une  simplicité  exceptionnelle.  La  méthode  que  M.  Marie  propose 
de  suivre,  et  qu'il  a  effectivement  appliquée  à  plusieurs  exemples, 
repose  sur  un  mode  de  rejirésentation  des  imaginaires  qui  lui  est 
propre  et  qui  consiste  à  considérer  les  valeurs 

X  =  a  -{-  ^i,     j  =  a'  -+-  [3' /, 

satisfaisant  à  l'équation 

f{x,x)  =  o, 

comme  répondant  à  un  point  réel,  ayant  a  -h  j3  pour  abscisse  et 
a  -h  (B'  pour  ordonnée.  Il  arrive  ainsi  à  représenter  la  marche  des 
solutions  imaginaires  d'une  équation 

fix,x)  =  o, 


(le  ces  géomètres.  Quant  à  MM.  Briot   et  Bouquet,    que  M.  Marie  comprend  dans  ses 
critiques,  nous  n'avons  aperçu  dans  leurs  Ouvrages  aucun  passage  qui  y  donnât  prise. 

9- 
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à  l'aide  d'une  suite  de  courbes  réelles  auxquelles  il  donne  le  nom 
de  conjuguées.  Il  fait  connaître  diverses  propriétés  de  ces  lignes, 
et  c'est  par  une  discussion  fondée  sur  leur  forme  et  leur  situation 
qu'il  clierche  à  établir  la  correspondance  entre  les  valeurs  initiales 
et  finales  de  la  fonction. 

»  Vos  commissaires  n'ont  vu  là  ni  une  solution  complète  du 
problème,  ni  un  moyen  de  l'aborder  plus  facilement  :  quelques- 
uns  des  exemples  particuliers  auxquels  l'auteur  applique  sa  mé- 
tliode  ont  été  traités  par  l'un  de  nous  à  l'aide  du  mode  de  repré- 
sentation ordinaire  de  la  variable  x,  et  il  nous  a  semblé  qu'on 
arrivait  ainsi  plus  simplement  et  plus  naturellement  au  but. 

»  Pour  justifier  notre  manière  de  voir,  il  faudrait  entrer  dans 
des  développements  qui  donneraient  à  ce  Rapport  une  étendue 
exagérée.  Nous  nous  bornerons  donc  à  proposer  à  l'Académie  de 
remercier  M.  Marie  de  ses  Communications,  dans  lesquelles  il 
insiste  avec  raison  sur  des  distinctions  qui  n'avaient  pas  été  faites 
avec  assez  de  précision,  tout  en  déclarant  que  les  méthodes  de  l'au- 
tt'ur  ne  nous  paraissent  pas  avoir  vuie  supériorité  réelle  sur  celles 
dont  les  géomètres  ont  jusqu'ici  fait  usage.  » 

Tacchini.  —  Sur  la  théorie  des  taches  solaires.  Réponse  à  deux 
Psotes  précédentes  de  M.  Faye. 

^Iannheim  (A.).  —  Propriétés  relatives  aux  trajectoires  des 
points  d'une  figure  de  forme  invariable  (suite  5  voir  la  séance 
du  3  mars). 

On  sait  que,  dans  le  déplacement  d'une  droite  sur  un  plan,  à  vui 
instant  quelconque  du  déplacement,  les  tangentes  aux  trajectoires 
de  tous  les  points  de  la  droite  enveloppent  une  parabole;  que  les 
centres  de  courbure  de  ces  trajectoires  appartiennent  à  une  conique^ 
el  qu'il  existe,  en  général,  deux  points  de  la  droite  qui  sont  des 
points  d'inflexion  sur  leurs  trajectoires. 

M.  Mannlieim  s'est  proposé  d'étudier  ce  qui  est  relatif  au  dépla- 
cement d'une  droite  dans  l'espace  \  il  démontre  un  certain  nombre 
de  propositions  dont  voici  les  principales  : 

«  Les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  droite  D 
appartiennent  à  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  direc- 
teur est  perpendiculaire  à  la  droite  A,  conjuguée  de  D.  » 

«  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  droite  D,  les 
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plans  osculateurs  dos  trajectoires  des  points  de  cette  droite  enve- 
loppent une  surface  dévcloppable  du  quatrième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe.  Les  axes  de  courbure  appartiennent  à  une  surface  du 
second  ordre.  La  surface  formée  par  les  normales  principales  est 
une  surface  du  quatrième  ordre,  qui  possède  une  droite  triple.  Le 
lieu  des  centres  de  courbure  est  une  courbe  du  cinquième  ordre. 
Les  centres  des  sphères  osculatrices  sont  sur  une  cubique  gauche,  n 
«  En  général ,  il  n'y  a  pas  sur  une  droite  mobile  un  point  qui 
soit  point  d'inflexion  sur  la  trajectoire.  Si,  à  un  instant  quelconque 
du  déplacement,  un  point  de  la  droite  est  un  point  d'inflexion  sur 
sa  trajectoire,  les  plans  osculateurs  des  trajectoires  de  tous  les 
points  de  la  droite  mobile  enveloppent  une  surface  cylindrique.  )> 

N*'  H.  Séance  da  17  mars  1875. 

Le  Verrier.  —  Théorie  du  mouvement  de  Jupiter. 
M.  Le  Verrier    présente  à   l'Académie  la  théorie  complète  de 
Jupiter,  constituant  le  Chapitre  XX  des  Recherches  astronomiques . 

Janssen  (J.).  —  Passage  de  Vénus  ;  méthode  pour  obtenir 
photo graphiquem.ent  l'instant  des  contacts,  avec  les  circonstances 
physiques  qu'ils  présentent. 

Calig]xy  (A.  de).  —  Note  sur  des  applications  nouvelles  des 
principes  des  écluses  de  navigation  à  colonnes  liquides  oscil- 
lantes. 

Marie  (Max.).  —  Classification  des  intégrales  quadratrices  des 
courbes  algébriques. 

Il  s'agit  du  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe 
la  plus  générale  de  degré  m  et  des  conditions  dans  lesquelles  ce 
nombre  se  réduit,  question  en  partie  traitée  par  Riemann  et  par 
Clebsch-,  les  travaux  de  Riemann  sur  ce  sujet  avaient  été  publiés 
en  1807. 

\  icAiRE  (E.).  —  Observations  sur  la  théorie  des  cyclones 
solaires. 

Perry  (G.).  —  Sur  les  concamérations  polyédriques  ;  notes 
prises  au  Cours  de  Lamé  en  1860-1861,  1861-1862  et  i863-i864 
(  voir  la  séance  du  24  février) . 

La  présente  Note  complète  les  indications  données  par  M.  Lamé, 
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dans  la  treizième  des  Leçons  sur  V Elasticité,  dans  le  discours  pré- 
liminaire, la  iîn  de  la  onzième  et  la  seizième  des  Leçons  sur  la 
Théorie  analytique  de  la  Chaleur.  Dans  ces  passages,  M.  Lamé  a 
signalé  l'importance  des  concamérations  polyédric|ues,  mais  il  n'a 
point  publié  ses  idées  sur  le  rôle  des  concamérations  en  Chimie,  sur 
la  nécessité  d'étudier  les  formes  cubiques  des  nombres  entiers  pour 
mener  à  bonne  fin  les  recherches  de  cette  nature,  sur  les  alvéoles 
courbes  qui  peuvent  exister  dans  l'intérieur  des  concamérations. 

N°  42.  Séance  du  l\  mars  1873. 

Pa.ye.  —  Note  sur  quelques  points  de  la  théorie  des  cjclones 
solaires,  en  réponse  à  une  critique  de  M.  Vicaire. 

Marie  (Max.).  —  Des  conditions  sous  lesquelles  quelques 
périodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe  de  degré  ni  dispa- 
raissent, en  devejiant  nulles  ou  infinies. 

Noël  (Cli.).  —  Sur  un  nouveau  micromètre  à  double  image. 

K"  13.  Séance  du  31  mars  1873. 

Caligky  (A,  de).  —  Note  sur  des  appareils  proposés  pour 
faire  des  épuisements  ou  pour  élei'er  de  l'eau,  au  moyen  des 
ua^^ues,  sur  les  bords  de  la  Méditerranée. 

Roger  (E.). —  Théorie  des  phénomènes  capillaires  (quatrième 
Mémoire). 

IMarcel  Desprez.  —  Sur  un  nouveau  procédé  permettant  de 
déterminer  optiq uement  la  'vitesse  des  projectiles. 

Tacchini.  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  éndse  par 
M.  Paye,  pour  l'explication  des  taches  solaires. 

PiiBAucouR.  —  Note  sur  les  faisceaux  de  cercles. 

N«  14.  Séance  du  7  aYiil  1873. 

YiLLARCEAu  (Yvou),  —  Nouueau  mode  d' application  du  troi- 
sième théorème  sur  les  attractions  locales  au  contrôle  des  réseaux 
géodésiques  et  à  la  détermination  de  la  vraie  figure  de  la  Terre. 

M.  Villarceau,  en  présentant,  dans  la  séance  du  i  octobre  1871, 
une  deuxième  solution  du  problème  des  surfaces  de  niveau,  avait 
donné  sous  une  forme  simple  l'équation  diiïérentielle  de  la  surface 
de  niveau  et  en  avait  déduit  l'équation  de  condition  c[ui  constitue 
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le  troisième  théorème  sur  les  attractions  locales.  Dans  la  Commu- 
nication actuelle,  ÎNl.  Villarceau  revient  sur  l'intégration  de  l'équa- 
tion dillérentielle,  et  se  propose  de  résoudre  le  problème  suivant  : 
«  Les  stations  astronomiques  étant,  par  exemple,  à  peu  près  équi- 
distantes,  dans  le  sens  des  méridiens  et  des  parallèles,  déterminer 
la  figure  des  surfaces  de  niveau,  dans  une  étendue  comprenant  un 
nombre  restreint  de  points,  tel  que  cinq  au  moins,  et  neuf  à  treize 
tout  au  plus,  au  moyen  de  l'altitude  supposée  connue  d'un  point 
central...  » 

Chasles.  —  Note  sur  la  découverte  de  la  variatioji  par  ylhoul- 
TFefcL 

Marie  (Max.).  —  D'une  réduction  accessoire,  dans  le  nombre 
des  périodes,  qui  se  produit  par  juxtaposition,  lors  de  la  forma- 
tion d' un  point  double. 

rs°  15.  Séance  du  i\  avril   1875. 

Chasles.  —  Explication  du  texte  d' ylboul-JVefd  sur  la  troi- 
sième inégalité  de  la  Lune. 

M.  Bertrand  répond  à  M.  Cliasles. 

L'Académie  décide  que  le  texte  original  d'Aboul-Wefà,  sur 
lequel  porte  la  discussion  actuelle,  sera  inséré  aux  Comptes  rendus. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  théorie  des  taches  solaires  ;  réponse  à 
M.  Faje. 

Faye.  —  Réponse  au  P.  Secchi  et  à  M.  Ficaire. 

Sa iKT- Venant  (de).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Boussi- 
nescj,  présenté  le  28  octobre  1 872  et  intitulé  :  «  Essai  sur  la  théorie 
des  eaux  courantes  » . 

Ce  long  Rapport,  de  19  à  20  pages,  est  terminé  par  la  conclusion 
suivante  : 

«  Ces  nombreux  résultats  d'une  analyse  élevée,  fondés  sur  une 
discussion  circonstanciée,  ainsi  que  sur  des  comparaisons  judi- 
cieuses de  quantités  de  divers  ordres  de  petitesse,  tantôt  à  conser- 
ver, tantôt  à  négliger  ou  abstraire,  et  leur  constante  conformité  aux 
résultats  obtenus  par  les  expérimentateurs  et  les  observateurs  les 
plus  soigneux,  nous  ont  paru  des  plus  remarquables. 

»   Ce  qui  sert  de  fondement,  savoir  les  formules  dont  on  a  parlé 
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dans  la  première  partie  de  ce  Rapport,. .  .,  nous  parait  résoudre 
d'une  manière  nouvelle  et  heureuse,  avec  l'approximation  dési- 
rable, autant  qu'il  est  possible  d'en  juger  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  des  questions  importantes,  intéressant  la  pratique, 
et  qui  ont  été  souvent  l'objet  de  longs  et  stériles  tâtonnements.  » 

Marie  (Max.).  —  Des  résidus  relatifs  aux  asymptotes.  Classi- 
fication des  quadratrices  des  courbes  algébriques. 

Voici  quelques-unes  des  propositions  énoncées  par  l'auteur  : 
Les  courbes  de   degré  m  quarrables  algébriquement  sont  celles 

[m  —  I )  (  m  —  2 )       .  ,      ,  ,  , 

qui  ont  — points  doubles   et  que  leurs    asymptotes 

coupent  toutes  en  trois  points  situés  à  l'infini. 

Les  courbes  de  degré  m  quarrables  au  moyen  de  fonctions  circu- 

,  .               ,                             11            .           (m—  i)  (m— 2)       .        j 
laires   seulement    sont   celles  qui    ont points  dou- 
bles, etc.,  etc. 

Vicaire  (E.).  —  Nouvelles  observations  sur  la  théorie  des 
cyclones  solaires. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  substitutions. 

Voici  en  quels  termes  l'auteur  définit  le  principal  objet  de  son 
Mémoire  : 

«  ^ows  a.\o\i?>  àévaowlré  [Journal  de  Liouville,  t.  XVI,  2®  série) 
que  le  degré  d'un  groupe  primitif  G,  ne  renfermant  pas  le  groupe 
alterné,  mais  contenant  une  substitution  donnée  A,  qui  déplace 
N  lettres,  ne  saurait  dépasser  une  certaine  limite  L  =  N  -f-  ]\L  La 
quantité  M  est  une  fonction  F  (N)  du  nombre  N,  et  nous  avons 
donné  une  formule  récurrente  qui  peut  servir  à  la  déterminer;  mais 
la  limite  ainsi  trouvée  est  trop  élevée,  et  il  conviendi^a,  dans  chaque 
cas,  de  recourir,  pour  la  resserrer,  à  des  considérations  spéciales. 
Nous  examinons  aujourd'hui  le  cas  où  l'ordre  de  A  est  un  nombre 
premier  p.  Tous  les  autres  cas  peuvent  se  ramener  à  celui-là;  car 
une  substitution  quelconque,  élevée  à  une  puissance  convenable, 
donne  une  substitution  d'ordre  premier.  Nous  arrivons  à  ce  résul- 
tat remarquable,  qu'on  peut  assigner  à  M  wie  limite  qui  ne  dépend 
pas  du  nombre  yo,  mais  seulement  du  nombre  des  cycles  de  A.  » 

Cornu  (A.)  et  Baille  (J.).  —  Détermination  nouvelle  delà 
constante  de  l' attraction  et  de  la  densité  moyenne  de  la  J'erre. 
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Les  expérimentateurs  concluent  de  leurs  premières  reclierches 
que  la  densité  moyenne  de  la  Terre  est  représentée  par  5,56. 

N°  16.  Séance  dn  21  avril  1873. 

Faye.  —  Réponse  Jinale  au  P.  Secchi. 

Belgrand.  —  Suj'  les  conditions  qu'on  a  du  chercliev  à  réaliser 
dans  le  choix  de  sources  destinées  à  l' alimentation  de  la  ville  de 
Paris. 

GuAEFF.  —  Sur  V application  des  courhes  des  déhits  à  l'étude 
du  régime  des  rivières  et  au  calcul  des  (effets  produits  par  un 
système  multiple  de  réser^^oirs. 

Stephan  (E.).  — Sur  les  franges  d'interférence  observées  avec 
de  grands  instruments  dirigés  sur  Sirius  et  sur  plusieurs  autres 
étoiles  ;  conséquences  qui  peuvent  en  résulter,  relativement  au 
diamètre  angulaire  de  ces  astres. 

NM7.  Séance  dn  28  avril  1873. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  quelques  observations  spectroscopiques 
particulières. 

HiRN  (G. -A.).  —  application  du  pandjnamomètre  à  la  mesure 
du  travail  d'une  machine  à  vapeur,  d'après  la  flexion  du 
balancier. 

Ce  nouveau  dynamomètre,  imaginé  par  M.  Hirn  en  i86^,  a  été 
exposé  en  1867,  et  décrit  dans  les  annales  des  3Iines.  L'auteur, 
pensant  que  cet  instrument  peut  intéresser  toutes  les  personnes 
qui  s'occupent  de  Mécanique  appliquée,  croit  devoir  en  donner  à 
l'Académie  une  description. 

Lévy  (M.;.  —  Mémoire  sur  l'application  de  la  théorie  mathé- 
matique de  l'élasticité  à  l'étude  des  systèmes  ai  ticulés  formés  de 
verges  élastiques. 

La  plupart  des  constructions  en  bois  ou  en  métal  sont  formées 
de  pièces  droites  rigides,  assemblées  entre  elles  de  façon  à  ne  sup- 
porter que  des  forces  élastiques  dirigées  dans  le  sens  de  leur  lon- 
gueur. L'auteur  se  propose  d'indiquer,  d'une  manière  générale, 
dans  quels  cas  la  Statique  pure  suffit  à  calculer  ces  forces  élastiques, 
dans  quels  cas  elle  devient  insuffisante,  et  de  montrer  comment 
alors  les  principes  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  mathématique 
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de  l'élasticité  permettent,  sans  hypothèse  aucune  et  très-simple- 
ment, de  compléter  les  indications  fournies  par  la  Statique.  Il 
indique  ensuite  plusieurs  conséquences  intéressantes  relatives  au 
célèbre  problème  des  solides  d' égale  résistance. 

Stephan  (E.).  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  V Ob- 
servatoire de  Marseille. 

Halphen.  —  Note  sur  les  caractéristiques,  dans  la  théorie  des 
coniques,  sur  le  plan  et  dans  l'espace,  et  des  surfaces  du  second 
ordre. 

L'auteur  écrit  la  formule  générale  donnée  par  M.  Chasles 
[Comptes  rendus,  t.  LXII,  p.  4oj)  sous  la  forme  symbolique  d'un 
produit,  et  parvient  ainsi  à  simplifier  les  calculs  pour  la  détermi- 
nation du  nombre  des  coniques  (ou  des  surfaces)  qui  satisfont  à  des 
conditions  simples  ou  multiples.  L.  P. 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR  L'IMERSECTIO^  DE  DEUX  COURBES; 
Pau  m.  PAINVIN. 

\ .  Lorsque  deux  courbes  ont  en  commun  un  point  O  multiple, 
d'ordre  p  pour  l'une,  et  d'ordre  q  pour  l'autre,  on  sait  que  les  deux 
courbes  ont  pq  points  communs  coïncidant  avec  le  point  O,  pourvu 
que  les  deux  courbes  n'aient  pas  de  tangentes  communes  en  ce 
point-,  cette  proposition  est  facile  à  démontrer. 

Mais  lorsque  les  deux  courbes  ont  des  tangentes  communes  au 
point  considéré,  le  nomljre  des  points  communs  coïncidant  avec  O 
peut  dépasser  pq.,  et  la  détermination  exacte  de  ce  nombre  est  très- 
importante  dans  l'étude  des  courbes  et  des  surfaces.  Je  dois  signaler 
un  Article  de  M.  Halphen  sur  le  même  sujet,  publié  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société  Mathématique  de  France,  t.  I,  p.  i33. 

Le  point  multiple  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  l'axe 
des  j)'^  étant  la  tangente  commune,  la  question  peut  être  posée  ainsi  : 
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Trouver  le  nombre  des  points  coïncidant  avec  l'origine  et  com- 


muns aux 


deux  courbes 

X'o  Op^i^  -h  X'^  9y,  .  /,  +  ,  -h  ^'"-  9/;-/,-h2  +  . . .  =  o, 

xJo  d;y_y„  +  xJ^  <^7-y.+i  +  x^'-  '\'q-j,+2  4-  .  .  •  =  o, 

les  lettres  ©,•  et  ^];,-  désignant  des  fonctions  homogènes  en  x  et  y,  et 
du  degré  i. 

2.  La  méthode  que  je  vais  indiquer  permet  toujours  de  résoudre 
la  question,  lorsque  les  exposants  i^^  i, ,  i'a,...,  /o,  ji-,'-"  sont 
donnés  numériquement,  et  cela  sans  difficulté  et  sans  calculs  pé- 
nibles. 

jMais  peut-on  avoir  une  réponse  générale,  qui  dispense  de  faire  ces 
calculs,  lorsqu'on  laisse  aux  exposants  leurs  valeurs  indéterminées? 

Jusqu'.!  présent,  je  n'ai  pu  résoudre  la  question  de  cette  manière 
générale,  que  dans  le  cas  particulier  où  l'une  des  équations  ne  ren- 
ferme le  facteur  x  qu'à  son  premier  terme. 

Ainsi  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Soient  les  deux  courbes 

l  C  =  x''ocp^_/^ H-  x'^  9/;-/,-+-!  H-  x'i9^_,-..+3  + . . .  -^  x'i^(Op^i^+k 
(i)       <  H-  9/,,+^.+,  + . . .  =  o, 

(  D=  xh  ^7-y„4-  '|ry4-,  4-  .  .  .  =  o  ; 

le  nombre  des  points  co'ùicidant  avec  V origine  O  et  communs  aux 
deux  courbes  C  et  D  est  égal  à 

pq  +  le  plus  petit  des  nombres  |  rj^  -h  ?V  |, 

ir  étant  nul,  lorsque  r  est  supérieur  à  k. 

On  suppose  que  les  fonctions  (fp+i+i  et  ^j/^^.,  ne  renferment  pas  le 
facteur  x.  C'est  cette  proposition  que  je  vais  démontrer.  Je  l'ai  déjà 
énoncée  dans  ce  Bulletin,  t.  IV,  p.  i3i . 

3.  Je  vais  d'abord  montrer  que  le  théorème  est  vrai  pour  A=  o-, 
j'établirai  ensuite  que,  si  la  proposition  est  admise  pour  une  valeur 
quelconque  de  A',  elle  sera  vraie  pour  la  valeur  k  -i-i. 

N.  B.  Pour  abréger,  je  désignerai  par  N((C,D))  le  nombre  des 
points  coïncidant  avec  O  et  communs  aux  courbes  C  et  D. 
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1°  Soit  h  =  o,  c'est-à-dire  considérons  les  deux  courbes 
C  —  ^'o  9^._,-,  -+-  (^^+,  +  . .  .  =  o, 


(i) 

D  =  xJo  ■^^_j^  4-  4^^4-1  + .  . .  =  o, 

les  fonctions  cf^+i  et  ^^^i  ne  renfermant  pas  le  facteur  x. 
Supposons  1*0  ^/o)  et  formons  alors  la  combinaison 

(2)  2  =  CJ;y-/,-D.^'Wo9^_,„, 

ce  qui  donne 


(3 

'  (  +  [  cp^+,  'J;y_y„  —  x'-Jo  '\i,j+,  <pp_,„]  + 

Or,  d'après  l'identité  (2),  on  a  évidemment 

N((D,2))  =  N((D,C))  +  N((D,4.,_yJ), 
d'où  l'on  déduit 

(4)  N((C,D))=N((D,2;))-N((D,^,_yJ). 

Mais  l'origine  est  un  point  multiple  d'ordre  (j  pour  la  courbe  D 
et  d'ordre  [p  +  q  -^\  — yo)  pour  la  courbe  2^  d'ailleurs  ces  deux 
courbes  n'ont  pas  de  tangentes  communes  en  O5  par  conséquent, 

N((D,2))  =  ^(/>  +  ^  +  i-/„). 

D'un  autre  côté,  la  courbe  <^^_/„  se  compose  de  q  — y'o  droites  dis- 
tinctes passant  par  l'origine,  et  chacune  d'elles  y  rencontre  la 
courbe  D  en  [q  +  1)  points  confondus  en  O,  par  suite 

Eu  égard  à  ces  valeurs,  la  relation  (4)  donne 

N((c,D))=7(/?  +  ^  +  i-y„)-(ç-t-i)(^-y„)  =  /j7H-yo, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  points  coïncidant  avec  O  et  com- 
muns aux  deux  courbes  (i)  est  égal  à 

(5)  pq  -h  le  plus  petit  des  nombres  {rj\-+-  ir), 
car  la  formule  {'jo-+-  l'r)  donne 

/o  pour  1=  o,  eijo  pour  r=  i,  puisque  ii=  o. 
4.    2°    Soit  A'   quelconque,   c'est-à-dire    considérons    les    deux 
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courbes 

(l)  <  +  0;,+4+,  +  .  .  .  =  O, 

(  D  =  xi"  ^q-j^  +  '|y+,  + . . .  =  o, 

les  fonctions  '^p^/i+i  et  il^^i  ne  renfermant  pas  le  facteur  x. 

JNous  admettons  que  le  théorème  énoncé  au  n"  2  est  vrai, 
lorsque  l'équation  de  la  courbe  (C)  renferme  k  termes  consécutifs 
qui,  à  partir  du  terme  du  moindre  degré,  sont  divisibles  par  x, 
l'équation  de  la  courbe  (D)  n'admettant  toujours  le  facteur  x  qu'à 
son  premier  terme-,  je  dis  que  le  théorème  est  encore  vrai,  lorsque 
l'équation  de  la  courbe  (C)  renfermera  (A  H-i)  termes  consécutifs 
divisibles  par  x,  à  partir  du  premier,  l'équation  de  la  courbe  (D) 
ne  renfermant  toujours  x  qu'à  son  premier  terme. 

Soit  d'abord  i(,<^jo- 

Formons  la  combinaison 

(  2  )  1  =  C.  x'o-'o  d/y__,;,  —  D .  9y,-/„, 

c'est-à-dire 

(3)  1  =  [x'W.~'.'V;o ?/'-'•,+'-  4^î+.  ?/'-•>.]  +  [•  •  ■]  +  •  •  •  • 
D'après  l'identité  (2),  on  a 

(4)  N((G,2))  =  N{(C,D))+N((C,9,_0); 

or,  en  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire  au  n°  3,  on  trouve 

N((G,2))  =  p{p  +  q  +  i-ù);    N((C,9,_J)  =  {p-^i){p-  /„), 
d'où  il  résulte 

(5)  N((C,D))=/77  +  fo. 

Ce  calcul  et  cette  conclusion  conviennent  encore  au  cas  où  iQZ=  j\. 
Soit  en  second  lieu  io^/o- 
Formons  la  combinaison 

(6)  I,  =  C .  ^g-j^  —  D .  x'<'-Jo(^j,__j^, 
c'est-à-dire 

I  2 ,  =    [x'\  9;,_,-, +,  ^q-j,  —  X'o-Jo  J;^^,  Op^i^ ] 

j       H-  [ ^'''-  9/'-'-:+2  ^î-y»  —  ^'°~-'°  4^7+2  9p-io  ]-+-••• 
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D'après  l'identité  (6),  on  a 

N((1),I,))  =N((D,C))  +  N((D,  .^,_yj), 
d'où  l'on  déduit 

(8)  N((C,D))  =  N((D,2,))-N((D,^,_yJ). 
On  a  d'abord 

(9)  N((D,^,_yJ)  =  (g4-.)(9->). 
Déterminons  maintenant  N((D,2i)). 

Remarquons  que  l'équation  de  la  courbe  Si  (7)  renferme  le  fac- 
teur X  à  ses  k  premiers  termes,  et  l'équation  de  la  courbe  (D)  ne  le 
renferme  qu'à  son  premier  terme  j  le  théorème  admis  est  donc  appli- 
cable au  cas  actuel,  et  l'on  a 

(10)  N((D,2;,))=^(/'  +  9+i— \y"o)  +  lepluspetildesnombresfpjr"o+Af}, 

7?  désignant,  dans  l'équation  de  Si,  l'exposant  de  x  facteur  dans  le 
terme  qui  ea  a.  p  avant  lui 5  p  peut  avoir  les  valeurs  o,  i,  2,.  .  ., 
A'  —  I,  A",  en  admettant  l'hypothèse  /?i=  o. 

Eu  égard  aux  valeurs  (9)  et  (10),  l'égalité  (8)  donne 

N((C,D))  =  pq  -r-Jo-t  le  plus  petit  des  nombres  (py'o-f-  /'?) 

=  /?g  +  le  plus  petit  des  nombres  [(p  h-  1)70  +  /?f]  ; 
ou,  en  remplaçant  p  -+-  i  par  /• 

(11)  N((C,D ))=/?(/+  le  plus  petit  des  nombres (/y'o H-  Ar_,  ). 

On  voit,  par  l'équation  (7)  de  la  courbe  2i,  que  l'on  devra  prendre 

(  //,_,=  /,,  si     ir<t,  —  j\, 

[iiois)  ', 

(    /ir-i  =  io  —  y 0  +  gr,        si        /r  >  ïo  —  jo  +  gr  ] 

g,,  est  l'exposant  de  x  qui  peut  se  trouver  en  facteur  dans  le 
terme  4'7+>- 

D'après  la  remarque  cpii  termine  l'alinéa  précédent,  ;•  ne  devra 
avoir  que  les  valeurs  i,  2,  3,...,  A,  A  +  i,  avec  l'hypothèse 
/;+i  =  05  quant  à  ^r,  l'indice  7'  ne  peut  jamais  être  inférieur  à  2, 
puisque  le  terme  ^^^j  n'admet  pas  le  facteur  x. 

J'observe  de  suite  que,  si  io<Cjoi  tous  les  nombres  (/yo  +  ^'i— 1) 
sont  supérieurs  à  io,  qui  est  un  des  nombres  contenus  dans  cette 
formule.  En  eft'et,  les  nombres  renfermés  dans  cette  formule  ne 
peuvent  être  que 

rj\  -h  ir,     0  u     rjç,  -+-  i,  —  j,  -{-  gr  ; 
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or  les  premiers  sont  plus  grands  quc/o^  et  a  fortiori  seront  plus 
grands  que  Zq,  puisque  l'on  suppose  j^'^  lo^  quant  aux  seconds,  ils 
sont  visiLlement  supérieurs  à  i'o^  far  la  plus  petite  valeur  de  /•  est  i, 
auquel  cas  on  trouve  i^^  puisque  ifi  =  o.  Ainsi,  lorsqu'on  suppose 
io<Cjo-)  io  est  le  plus  petit  des  nombres  que  puisse  fournir  la  for- 
mule (/70-i- ^'r-i)'  Donc  la  formule  (5),  trouvée  dans  le  premier 
cas,  peut  être  renfermée  dans  la  formule  (11). 

Je  remarque  maintenant  que  les  nombres  donnés  par  la  formule 
{''jo~^  ^'(—1)  sont,  d'après  les  conditions  (i  i  bis)  :  ou  de  la  forme 

(  I  " )  r'jo  +  /,',  si     /,.'  <  io  —  jo, 

ou  de  la  forme 

(  2°  )  r"j\  -h  io  —  jo  +  gr",     s  i     /,'/  >  io  —  jo  H-  g'r'/  ; 

les  nombres  /''  et  ;"  ne  doivent  jamais  avoir  les  mêmes  valeurs  et 
ne  peuvent  prendre  que  les  valeurs  de  la  suite  i ,  2,  3, .  . . ,  A,  A  -f- 1 . 

Or  considérons  d'abord  les  nombres  de  la  suite  (2")  ;  le  nombre 
/•"  pourra  prendre  une  ou  plusieurs  dos  valeurs  de  la  suite  1,2,..., 
A",  A  4-  I  ;  et  alors  les  deux  cas  suivants  pourront  se  présenter  :  ou 
bien,  parmi  les  valeurs  que  devra  prendre  /•",  une  d'elles  sera 
l'unité,  ou  bien  toutes  les  valeurs  que  prendra  r"  seront  supérieures 
à  l'unité. 

Dans  le  premier  cas,  la  suite  (2°)  renfermera  le  nombre  io  cor- 
respondant à  r''=i,  puisque  ^1=0;  et  tous  les  autres  nombres 
que  pourra  donner  la  suite  (2°)  seront  évidemment  supérieurs  à  z'o, 
puisque  les  autres  valeurs  de  /■',  s'il  y  en  a,  seront  plus  grandes 
cjue  I. 

Dans  le  second  cas,  on  trouvera  toujours  dans  la  suite  (1°)  un 
nombre  inférieur  au  plus  petit  des  nombres  que  pourra  fournir  la 
suite  (2")  5  soit,  en  effet,  ;•,  la  valeur  de  /■"  à  laquelle  correspond  le 
plus  petit  des  nombres  de  la  suite  (2°)  ;  /'i  est,  d'après  notre  hypo- 
thèse, plus  grand  que  15  par  conséquent  la  suite  (1°)  renfermera  le 
nombre  correspondant  à  /''=!,  c'est-à-dire  jo-hii'^  et  alors 
'1  <C  ^0  — jo  '1  on  a  donc 

^0+  ii<ijo-h  [h  —  jo),     et  a  fortiori     <  rjo-h  (  io  —j\)  ■+-  gr,  ; 
c'est-à-dire  que  le  nombre  (;o+  h)  de  la  suite  (1°)  est  inférieur  à 
{''i7o+'o — Jo-^gr^)i   qui  est,   par  hypothèse,  le  plus  petit  des 
nombres  de  la  suite  (2°). 


i44  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Ainsi  io  est  le  seul  des  nombres  de  la  suite  (2")  pour  lequel  il 
n'y  en  ait  pas  un  inférieur  renfermé  dans  la  suite  (1°)  ;  on  peut 
donc  laisser  de  côté  tous  les  nombres  de  la  suite  (2°),  sauf  le 
nombre  Ïq.  Mais  remarquons  que  la  suite  (1°)  renfermera  ce  nom- 
bre «05  si  nous  convenons  d'attribuer  à  /''  la  valeur  o  qui  jusqu'à 
présent  se  trouvait  exclue;  il  en  résulte  alors  que  le  plus  petit  des 
nombres  fournis  par  l'une  ou  l'autre  des  suites  (1°)  et  (2°)  sera 
nécessairement  renfermé  dans  la  formule  (/yo  +  4)5  où  r  devra  avoir 
maintenant  les  valeurs  o,  i,  2,...,  A,  A  +  i,  avec  la  condition 
h+i=  o. 

La  proposition  énoncée  est  donc  complètement  démontrée. 

5.   J'indiquerai  les  exemples  suivants  : 


(I") 


(2°) 


:3") 


(4^ 


1  C  =  x^ -h  se cDz  -h  a:- 63  -h  x'y.3  +  x^ o t  -+-  Os  +  . .  .  =  o, 

N((C,D))  =  2. 3  +  3  =  9. 

C  =  x' +  x*ç>2  4- ^^  94  +  •îî^' 9c -(- -^^  9s  H- .2^' 9 10  +  .^  9i2  +  9u~i- •  • -^  o» 
D=^  -f-  dij-l-. .  .  =  0, 

N((C,D))  =  i.7  +  7  =  ,4. 

f  C  =  z-''  +  ^'934-  x^o^-h  .r'^-+-  xon-h  9,4  4-.  .    =0, 
(  D=x^^  ■-|;3  +  .  .  .=  o, 

N((C.D))=2. 9  +  6  =  2^. 

i  C  =  X  +  X''  -h  X^  -h  X^  -h  Oi  -^  ■  • .  --=  o, 
(  D  --=:  ^  -t-  i|/j  -f-  .  .  .  =  o, 

N((C,D))=:l.I  +  I  =  2. 


Ces  résultats  ont  été  obtenus  à  l'aide  de  la  formule  générale  que 
nous  venons  d'établir,  et  vérifiés  en  appliquant  directement  la  mé- 
thode qui  nous  a  servi  à  démontrer  cette  formule. 
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illustre  auteur.  La  Mécanique  analytique  n'avait  fait,  depuis 
Lagrange,  aucun  progrès  comparable  à  celui-là,  et,  comme  à  une 
telle  hauteur  les  voies  les  plus  diverses  semblent  se  réunir  et  se 
confondre,  le  Calcul  intégral,  en  même  temps,  a  reçu  du  Livre 
posthume  de  Jacobi  un  accroissement  important,  qui  éclaire,  en  la 
simplifiant,  une  de  ses  théories  les  plus  vastes  et  les  plus  difficiles. 

L'exposition  des  méthodes  nouvelles  forme  un  Cours  de  Méca- 
nique professé  à  Kônigsberg  en  i843,  dont  M.  Clebsch,  dix  ans 
après  la  mort  de  Jacobi,  nous  présente  la  rédaction  exacte  en  lui 
conservant  la  forme  de  Leçons. 

Les  idées  principales  s'étaient  répandues  parmi  les  géomètres  ; 
Jacobi  lui-même  en  avait,  à  plusieurs  reprises,  esquissé  les  traits 
principaux.  Dans  un  Mémoire  justement  admiré,  imprimé  en  1887 
dans  le  tome  17  du  Journal  de  C relie,  plusieurs  résultats  impor- 
tants, qui  se  retrouvent  dans  les  Vorlesiingen,  sont  énoncés  et  en 
partie  démontrés.  Jacobi,  malgré  sa  mort  prématurée,  avait  d'ail- 
leurs assuré  aux  géomètres  ce  précieux  héritage  \  un  Mémoire  écrit 
par  lui-même  et  retrouvé  dans  ses  papiers  forme,  en  eifet,  l'exposi- 
tion presque  complète  de  la  théorie  nouvelle.  La  publication  de 
M.  Clebsch  la  présente  avec  plus  d'ensemble,  en  donnant,  sur 
chaque  point,  d'abondants  exemples  et  de  minutieux  détails  ;  elle 
restera  classique,  tout  le  fait  présumer,  car  à  l'importance  du  fond 
se  joint  un  rare  mérite  d'exposition  et  une  netteté  bien  rarement 
atteinte  dans  la  discussion  de  théories  aussi  difficiles. 

Lagrange,  dans  la  Mécanique  analytique,  a  donné  aux  équations 
du  mouvement  d'un  système  une  forme  élégante  et  générale,  sim- 
plifiée presque  aussitôt  par  une  heureuse  transformation  de  Poisson, 
dont  Hamilton,  le  premier,  a  montré  le  résultat  final  sous  la  forme 
remarquable  qui   doit  conserver   son  nom.    En  restreignant  son 
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étude  au  cas  fort  étendu  auquel  s'applique  le  principe  des  forces 
vives,  Hamilton  introduit  dans  les  équations  une  seule  fonction  des 
variables  inconnues,  dont  les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  ces 
variables,  sont  égales  aux  dérivées  de  celles-ci  par  rapport  au  temps 
ou  à  leurs  valeurs  changées  de  signes.  Cette  forme  symétrique, 
indépendante  de  la  nature  du  problème,  et  sous  laquelle  les  ques- 
tions les  plus  diverses  ne  se  distinguent  les  unes  des  autres  que 
par  la  forme  d'une  fonction  homogène  du  second  degré,  dans  tous 
les  cas,  par  rapport  à  la  moitié  des  variables,  semble  déjà  un  fait 
analytique  bien  remarquable.  Hamilton  y  a  joint  une  autre  remar- 
que qui,  grâce  aux  commentaires  de  Jacobi,  rendra  son  nom  im- 
mortel. Les  équations  diiiérentielles  dont  la  formation  dépend 
d'une  seule  fonction  peuvent  toujours  s'intégrer  aussi  à  l'aide  d'une 
seule  fonction  supposée  connue,  que  Hamilton  nomme  fonctioji 
caractéristique,  et  dont  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux 
constantes  qu'elle  renferme,  égalées  à  d'autres  constantes,  donnent 
les  intégrales  du  problème. 

Ce  beau  théorème,  malheureusement,  restait  sans  application 
utile-,  caria  formation  de  la  fonction  caractéristique,  telle  que  la 
définit  Hamilton,  suppose  la  résolution  préalable  du  problème. 
Hamilton,  il  est  vrai,  a  indiqué  deux  équations  différentielles  aux- 
quelles satisfait  sa  fonction  caractéristique,  et  dont  la  solution 
commune  pourrait  être  recherchée  indépendamment  de  l'étude 
directe  du  problème  primitif;  mais,  sur  cette  question  difficile,  les 
méthodes  connues  n'avaient  pas  prise,  et  Hamilton  n'a  donné  au- 
cune ouverture. 

Tel  était  l'état  de  la  question  lorsque  pour  la  première  fois,  en 
1837,  elle  attira  l'attention  de  Jacobi.  L'étude  du  Mémoire  d'Ha- 
miltonlui  révéla  une  généralisation  qui  transforme  toute  la  théorie. 
La  fonction  caractéristique  n'est  pas  unicjue,  comme  l'avait  indi- 
qué Hamilton  5  elle  peut  être  remplacée  par  toutes  les  solutions 
complètes,  en  nombre  infini,  comme  on  sait,  de  l'une  des  deux 
équations  données  par  l'illustre  géomètre  de  Dublin.  La  seconde 
de  ces  équations  devient  inutile. 

Cette  importante  généralisation  devait  naître  nécessairement  de 
l'étude  du  Mémoire  d'Hamilton  ;  l'éminent  inventeur,  en  effet, 
ayant  donné  les  deux  équations  qui  définissent  pour  lui  la  fonction 
caractéristique,  les  géomètres  ne  pouvaient  manquer  de  s'exercer 
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à  prouver  la  réciproque,  en  chercliant  si  toute  solution  commune 
à  ces  équations  possède  les  propriétés  de  la  fonction  caractéristique. 
Or  le  problème  ainsi  posé  ne  présente  aucune  difficulté,  et  les 
premières  tentatives  devaient  montrer  qu'une  seule  équation  est 
suffisante  ;  dans  la  démonstration,  qui  s'offre  d'elle-même,  la  se- 
conde ne  joue  aucun  rôle. 

Un  géomètre  beaucoup  moins  habile  que  Jacobi  aurait  donc  pu 
très-aisément  se  trouver  conduit  à  la  belle  découverte  sur  laquelle 
repose  aujourd'hui  l'une  des  plus  admirables  théories  du  Calcul 
intégral  ;  mais  le  résultat  que  nous  venons  d'énoncer  ne  forme , 
quelle  qu'en  soit  l'élégance,  qu'une  faible  partie  de  l'œuvre  nou- 
velle 5  c'est  dans  l'étude  de  ses  conséquences  que  se  révèle  presque 
à  chaque  page  un  génie  qu'on  serait  tenté  de  nommer  incomparable, 
si  notre  siècle  n'avait  produit  déjà  des  géomètres  tels  que  Gauss 
et  Cauchy.  Après  avoir  ramené  la  solution  d'un  problème  de  Méca- 
nique à  la  recherche  d'une  solution  d'une  seule  équation  dilîéren- 
tielle  partielle,  Jacobi  s'est  demandé  tout  d'abord  comment  les 
théories  connues  peuvent  conduire  à  une  telle  solution.  La  seule 
méthode  générale  dont  il  eût  alors  connaissance  était  celle  de 
Pfaff^  en  l'appliquant  au  nouveau  problème,  on  est  ramené  tout 
d'abord  au  système  primitif  d'équations,  dont  la  solution  dès  lors 
ne  semble  aucunement  avancée.  Il  y  a  plus,  le  problème  semble 
plutôt  s'être  compliqué,  puisque  la  solution  complète  devient  une 
simple  préparation  à  celle  de  la  question  nouvelle,  dans  laquelle 
il  s'est  transformé.  De  moins  habiles  sans  doute,  satisfaits  de  cette 
critique  judicieuse  et  incontestable,  auraient  cru  leur  oeuvre  ter- 
minée. La  théorie  d'Hamilton  semble,  en  effet,  approfondie,  jugée 
de  haut  et  condamnée  sans  retour. 

Loin  de  renoncer  à  l'étude  dont  il  avait,  au  contraire,  aperçu 
toute  l'importance,  Jacobi,  dans  la  remarque  que  nous  venons  de 
rappeler,  vit  la  condamnation  de  la  théorie  de  Pfaff  bien  plus  en- 
core que  de  celle  d'Hamilton.  Quand  deux  problèmes,  en  effet,  se 
ramènent  l'un  à  l'autre,  les  solutions  directes  de  chacun  d'eux  ont, 
au  fond,  le  même  degré  de  complication,  et,  si  l'un  d'eux  exige  des 
calculs  notablement  plus  compliqués  que  l'autre,  le  géomètre  doit 
tenir  pour  certain  qu'il  est  possible  de  les  simplifier. 

Le  Mémoire  de  iS'iy  se  termine,  en  effet,  par  une  exposition  de 
la  théorie  de  Pfaff,  perfectionnée  et  simplifiée  par  la  suppression, 
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dans  le  cas  général,  de  toutes  les  opérations  qui,  dans  l'étude  des 
problèmes  de  Mécanique,  semblaient  donner  à  la  question  trans- 
formée une  complication  supérieure  à  celle  du  problème  primitif. 
L'identité  de  deux  problèmes  tenus  jusque-là  pour  distincts  étant 
constatée,  on  pourrait  croire  que  l'on  peut,  de  deux  manières  seu- 
lement, tirer  parti  de  cette  belle  remarque ,  en  ramenant  la  pre- 
mière question  à  la  seconde,  ou  la  seconde  à  la  première.  Jacobi 
cependant,  dès  la  première  Communication  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  en  i836,  appelait  l'attention  sur  une  combinai- 
son remarquable  des  deux  problèmes,  qui  frappa  vivement  les  géo- 
mètres. Dans  un  grand  nombre  de  cas,  en  effet,  pour  obtenir  la 
fonction  caractéristique  d'Hamilton,  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir 
intégré  complètement  les  équations  différentielles  du  problème  de 
Mécanique  :  la  moitié  des  intégrales  peut  suffire  \  dès  qu'elles  sont 
connues,  on  peut  immédiatement  calculer  les  autres.  C'est  ce  qui  a 
lieu,  en  particulier,  toutes  les  fois  qu'on  étudie  le  mouvement  d'un 
point  dans  un  plan  ;  une  seule  intégrale,  outre  celle  des  forces 
vives,  permet  alors  de  former  la  fonction  caractéristique  pour  en 
déduire,  par  de  simples  difîerentiations,  les  deux  intégrales  qui 
complètent  la  solution.  MM.  Liouville  et  Poisson  suppléèrent  bien 
aisément  à  la  démonstration  que  Jacobi  n'avait  pas  donnée,  et 
l'élégant  tliéorème,  détaclié  de  la  théorie  générale,  fut  introduit 
aussitôt  dans  notre  enseignement  classique,  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris  et  à  l'Ecole  Polytechnique. 

Jacobi,  cependant,  continuait  ses  études,  et,  à  l'occasion  de  la 
mort  de  Poisson,  en  iSSg,  il  signalait  à  l'Académie  un  beau  théo- 
rème, démontré  depuis  vingt-huit  ans  par  l'éminent  géomètre 
qu'elle  venait  de  perdre,  et  dont  l'auteur  lui-même  avait,  suivant 
Jacobi,  méconnu  l'importance  et  la  profondeur,  ce  résultat  réelle- 
ment fondamental,  prodigieux  et  sans  exemple  dans  la  Science, 
ajoutait  Jacobi,  étant  resté  à  la  fois  découvert  et  caché. 

D'après  ce  théorème,  en  effet,  deux  intégrales  d'un  problème  de 
Mécanique  étant  connues,  on  peut,  par  un  calcul  régulier  et  facile, 
en  obtenir  une  troisième;  celle-ci,  par  sa  combinaison  avec  les 
deux  autres,  en  fournit  une  quatrième,  puis  une  cinquième,  et 
l'application  répétée  du  même  procédé  peut  conduire  à  la  solution 
complète. 

Pour  qui  sait  la  difficulté  presque  toujours  insurmontable  des 
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intégrations,  et  la  facilité  avec  laquelle,  au  contraire,  les  premières 
intégrales  s'obtiennent  dans  chaque  cas,  l'admiration  de  Jacobi 
semble  justifiée,  et  le  théorème,  tel  que  nous  l'énonçons,  est  véri- 
tablement prodigieux. 

Il  faut  malheureusement  en  rabattre  dans  les  applications,  et 
l'énoncé,  Jacobi  ne  l'ignorait  pas,  laisse  subsister  des  cas  d'excep- 
tion dont  le  nombre  est  tel,  qu'aucun  problème,  jusqu'ici,  n'a  pu 
être  résolu  par  l'application  pure  et  simple  du  théorème  de  Poisson 
à  deux  intégrales  primitivement  obtenues.  La  proposition  générale 
n'est  pas  pour  cela  en  défaut  :  l'équation  donnée  par  Poisson  est 
exacte  dans  tous  les  cas  ;  mais  elle  se  réduit  souvent  à  une  identité 
et  souvent  aussi  à  une  relation  qui  n'apprend  rien,  parce  qu'elle 
rentre  dans  les  précédents. 

C'est  après  la  mort  de  Jacobi,  mais  plusieurs  années  avant  la  pu- 
blication des  Vorlesungen,  que  \c  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées  de  Berlin  [Journal  de  Crelle,  tome  60)  a  publié  son 
beau  iMémoire  sur  l'intégration  des  équations  dilîérentielles  par- 
tielles. La  théorie  des  équations  de  la  Mécanique,  généralisée  et 
transformée,  a  ramené  l'esprit  de  l'illustre  auteur  sur  un  sujet  déjà 
plus  d'une  fois  abordé  par  lui  et  en  apparence  bien  dillérent.  Le 
théorème  de  Poisson,  généralisé  également  suivant  les  besoins  de 
la  théorie  nouvelle,  y  joue  un  rôle  considérable,  et  c'est  précisé- 
ment un  des  cas  particuliers  dans  lesquels  on  peut  le  considérer 
comme  en  défaut  qui  forme,  en  se  reproduisant  sans  cesse,  le  pivot 
en  quelque  sorte  et  le  nœud  de  la  méthode.  Notre  intention  n'est 
pas  d'analyser  ici  ce  chef-d'œuvre,  qui,  publié  depuis  dix  ans  déjà, 
est  aujourd'hui  connu  de  tous  les  géomètres. 

L'Ouvrage  publié  par  ^L  Clebsch  contient  la  rédaction,  fort  élé- 
gamment écrite  par  le  digne  élève  d'un  si  grand  maitre,  de  trente- 
quatre  Leçons  professées  à  Kônigsberg  pendant  les  années  1842  et 
1843.  Plusieurs  belles  découvertes,  révélées  dès  cette  époque  à  ses 
élèves,  avaient  été  seulement  indiquées  au  public-,  quelques-unes 
même  étaient  restées  complètement  inédites.  Plus  d'un  géomètre, 
on  le  comprend,  en  s'exerçant  sur  des  indications  très-exactes 
quoique  incomplètes,  a  dû  rencontrer  quelques-unes  des  vérités 
déjà  enseignées  à  Kônigsberg,  et  il  est  bien  difficile  de  décider  la 
part  de  mérite,  on  peut  même  dire  de  gloire,  qu'il  a  par  là  méritée. 
La  question  est  aussi  insoluble  que  futile  5  le  récit  des  circonstances 
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connues  est  le  devoir  de  l'historien,  qui  ne  peut  ni  ne  doit  s'ériger 
en  tribunal  pour  prononcer  sur  les  droits  de  chacun. 

Un  champ  de  Lié  ou  une  maison  doivent  de  toute  nécessité  ap- 
partenir à  quelqu'un,  et,  si  le  doute  s'élève,  un  jugement  sans 
appel  doit  trancher  la  question  5  il  n'en  est  pas  de  même  d'une 
vérité  scientifique  :  la  propriété  peut  rester  douteuse,  ou,  pour  en 
parler  mieux,  il  n'y  a  pas  lieu  de  l'adjuger.  Quand  on  sait  qui  le 
premier  a  fait  la  découverte,  à  qui  et  sous  quelle  forme  il  l'a  com- 
muniquée, quel  autre  l'a  publiée  le  premier  sans  que  sa  loyauté 
soit  révoquée  en  doute,  je  n'ai  jamais  compris  ce  que  l'on  cherche 
à  décider  de  plus  en  demandant  à  qui  elle  appartient. 

Jacobi  passe  en  revue,  en  les  esquissant  à  grands  traits,  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Science  du  mouvement.  Sur  les  équations  du 
mouvement  du  centre  de  gravité,  ses  Leçons  s'éloignent  peu  de  nos 
meilleurs  Ouvrages  classiques. 

Le  principe  des  forces  vives  est  l'occasion  d'une  remarque  fort 
neuve  sans  doute  pour  les  auditeurs  du  Cours  de  i843,  et  qui,  au- 
jourd'hui encore,  doit  intéresser  plus  d'un  lecteur.  En  supposant 
l'existence  d'une  fonction  des  forces  homogènes,  Jacobi  obtient 
une  équation  remarquable,  qui  prend  une  forme  beaucoup  plus 
simple  encore  lorsque  la  fonction  est  de  degré  —  2  \  une  des  con- 
séquences signalées  par  l'auteur  s'applique  à  un  système  de  points 
dans  lesquels  l'attraction  serait  en  raison  inverse  du  cube  de  la 
distance,  pour  démontrer  que  l'un  d'eux,  au  moins  dans  ce  cas, 
doit  s'éloigner  indéfiniment,  ou  que  deux  points  primitivement 
séparés  doivent  se  choquer  et  se  réunir  en  un  seul.  Jacobi  n'épuise 
pas  toutes  les  conséquences  de  sa  remarque,  dont  on  peut  déduire 
aisément  que  le  système  doit,  à  la  longue,  se  dissiper  ou  se  con- 
denser, de  telle  sorte  que  tous  les  points  dont  la  distance  ne  grandit 
pas  indéfiniment  se  rapprochent  jusqu'à  n'en  former  qu'un  seul. 

A  l'occasion  du  principe  des  aires,  Jacobi  examine  le  cas  où  l'un 
des  points  du  système  décrit  uniformément  une  circonférence  de 
cercle  5  une  intégrale  élégante  convient  à  ce  cas  pour  remplacer  le 
principe  des  foi'ces  vives  et  celui  des  aires,  qui  séparément  ne  sont 
plus  applicables.  Le  mouvement  de  Jupiter  pouvant,  dans  une  pre- 
mière approximation,  être  considéré  comme  circulaire  et  uniforme, 
on  aperçoit  une  application  possible  à  l'Astronomie,  qui  n'est  d'ail- 
leurs que  rapidement  indiquée  dans  les  F orlesungen. 
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Le  principe  de  la  moindre  action  examiné  ensuite  est  expliqué 
avec  une  précision  jusqu'ici  trop  rare  dans  les  plus  célèbres 
Ouvrages.  Peut-être  serait-il  juste  de  faire  une  exception  pour 
Olinde  Rodrigues  qui,  dans  la  Correspondance  sur  l'Ecole  Poly- 
technique, avait  déjà  signalé  comme  indispensable  la  condition 
sous-entendue  seulement  par  les  meilleurs  auteurs,  et  sur  laquelle 
insiste  Jacobi. 

Jacobi,  à  cette  occasion,  donne  une  indication  de  ses  travaux  sur 
la  distinction  des  maxima  et  minima,  en  indiquant  l'application 
élégante  au  cas  du  mouvement  d'une  planète. 

Quelques  remarques  relatives  à  ce  problème  célèbre  peuvent 
peut-être  s'ajouter  utilement  aux  résultats  donnés  par  Jacobi. 

Et  d'abord  il  faut  distinguer  soigneusement  l'intégrale  minima  et 
la  plus  petite  valeur  possible  de  l'intégrale  considérée.  La  pre- 
mière en  elfet  est  plus  petite  que  les  intégrales  infiniment  voisines, 
et  l'on  ne  peut  rien  affirmer  sur  le  résultat  de  sa  comparaison  avec 
d'autres.  En  étudiant  les  ligues  minima  ou  géodésiques  sur  une 
surface,  Jacobi  énonce  cette  règle  remarquable  :  si  l'on  considère 
toutes  les  lignes  minima  issues  d'un  même  point,  elles  enveloppent, 
en  général,  une  courbe  lieu  de  leurs  intersections  successives-,  cha- 
cune d'elles  est  minima  jusqu'au  point  de  contact  avec  cette  courbe 
et  jusqu'à  ce  point  seulement.  Lorsque  cette  courbe  enveloppe 
n'existe  pas,  on  ne  peut  mener  d'un  point  à  un  autre  qu'une  seule 
ligue  géodésique,  qui  est  nécessairement  la  plus  courte  possible. 
C'est  ce  qui  a  lieu  :  Jacobi  l'a  affirmé  depuis  longtemps,  pour  les 
surfaces  à  courbures  opposées,  et  M.  O.  Bonnet,  s'appuyant  sur  un 
beau  Mémoire  de  Sturm,  a  donné  avec  élégance  la  démonstration 
signalée  comme  difficile  par  l'illustre  auteur.  Mais  on  peut  faire, 
au  sujet  de  cet  élégant  théorème,  une  remarque  curieuse  :  la  ligne 
minima  indiquée  par  la  règle  de  Jacobi  n'est  pas  réellement  la  plus 
courte,  et  l'on  prouve  aisément  que  l'une  des  lignes  géodésiques 
partant  d'un  point  donné  M  et  touchant  la  courbe  enveloppe  en  I, 
ajoutée  à  un  arc  quelconque  II'  de  cette  courbe  enveloppe ,  donne 
une  somme  précisément  égale  à  celle  de  la  ligne  géodé>ique  qui  va 
de  M  en  I'.  Si  l'on  remplace  l'arc  II'  par  la  corde  géodésique,  évi- 
demment plus  courte,  on  obtiendra  un  chemin  allant  de  M  en  I , 
et  plus  court  que  celui  qu'indique  Jacobi  comme  un  minimum.  Il 
n'y  a  là  nulle  contradiction,  on  doit  le  remarquer,  et  la  distinction 
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faite  entre  la  ligne  la  plus  courte  entre  toutes  et  la  ligne  plus  courte 
que  les  voisines,  nommée  généralement  ligne  inininia,  dissipe  toute 
difficulté. 

Une  remarque  sur  le  problème  du  mouvement  elliptique  sem- 
blera peut-être  plus  curieuse  et  plus  nouvelle  :  si  l'on  considère  le 
mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  et  partant  avec  une  vitesse  initiale  donnée 
d'une  position  également  donnée,  toutes  les  ellipses  décrites,  et  qui 
ont  même  grand  axe,  seront  enveloppées  par  une  même  ellipse 
ayant  pour  foyers  le  point  attirant  et  le  point  initial  considéré.  Le 
minimum' de  l'intégrale  de  la  moindre  action  s'étend  sur  chaque 
trajectoire,  d'après  le  principe  de  Jacobi,  jusqu'à  son  contact  avec 
cette  enveloppe,  c'est-à-dire,  comme  on  le  prouve  aisément,  jusqu'à 
l'extrémité  de  la  corde  qui  passe  par  le  point  de  départ  donné  et 
par  le  second  foyer.  L'arc  de  courbe  ainsi  défini  étant  le  seul  qui 
puisse,  entre  les  deux  extrémités,  satisfaire  aux  conditions  analyti- 
ques du  problème,  il  semble  que  cette  fois  l'intégrale  doit  être  bien 
réellement  un  minimum 5  car  il  faut  bien  que  la  somme  des  pro- 
duits de  la  vitesse  par  l'élément  parcouru,  qui  évidemment  ne  peut 
devenir  nulle,  ait,  pour  un  certain  chemin,  une  valeur  moindre  que 
tous  les  autres.  Ce  n'est  pas  toujours  cependant  à  l'arc  d'ellipse 
indiqué  par  Jacobi  que  correspond  ce  minimum  absolu.  Il  faut  re- 
marquer, en  effet,  que  le  principe  des  forces  vives,  introduit,  on  le 
sait,  comme  équation  de  condition,  assigne  à  la  vitesse,  en  chaque 
point  du  plan,  une  valeur  déterminée.  Or  cette  valeur,  nulle  sur 
les  points  d'une  certaine  circonférence,  est  imaginaire  pour  ceux 
qui  sont  placés  en  dehors  ^  si  donc  on  réunit  deux  points  par  un 
chemin  qui  emprunte  un  arc  à  la  circonférence  limite,  la  partie 
correspondante  de  l'intégrale  sera  nulle,  et  la  comparaison  avec  les 
intégrales  voisines,  qui  pourront  devenir  imaginaires,  échappera 
aux  règles  du  Calcul  des  variations.  L'intégrale  peut  devenir  ainsi 
plus  petite  que  celle  que  fournit  le  Calcul  des  variations,  et  l'on 
prouve  aisément  qu'à  l'arc  défini  par  Jacobi  peut  correspondre  une 
valeur  plus  grande  que  pour  un  chemin  composé  d'un  arc  pris  sur 
le  cercle  limite  dont  nous  avons  parlé  et  de  deux  portions  de 
rayons  du  même  cercle.  Un  tel  chemin  ne  saurait,  il  est  vrai,  être 
réellement  parcouru,  puisque  la  vitesse  s'y  trouve  nulle  sur  une 
partie  du  parcours  ;  mais  il    est  aisé  de  remplacer  l'arc  de  cercle 
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par  un  cliemin  voisin  placé  dans  son  intérieur,  de  manière  à  rendre 
le  trajet  possible,  tout  en  laissant  l'intégrale  plus  petite  que  le  mi- 
nimum signalé  jusqu'ici  ('). 

Après  avoir  rappelé  le  principe  de  la  moindre  action  et  précisé  le 
sens  qu'on  y  doit  attacher,  Jacobi  démontre  un  théorème  analogue, 
mais  complètement  distinct  pourtant,  dii  à  Hamilton.  L'intégrale 
qui,  d'après  le  nouveau  principe,  est  minima,  dont,  pour  parler 
plus  correctement,  la  variation  est  nulle,  ditïère  de  celle  de  la 
moindre  action,  dans  le  cas  où  le  principe  de  la  moindre  action 
a  lieu,  par  l'addition  seulement  d'un  terme  proportionnel  au 
temps  5  mais  les  conditions  sous  lesquelles  la  variation  est  nulle 
sont  ici  complètement  changées,  et  le  temps  du  trajet  qui, 
dans  le  principe  de  la  moindre  action,  ne  jouait  aucun  rôle,  est 
ici  une  des  données  de  la  question,  tandis  que  la  constante  des 
forces  vives  qui  était  donnée  ne  l'est  plus  dans  l'énoncé  nouveau. 
—  Si  l'on  applique,  par  exemple,  les  deux  théorèmes  au  mouve- 
ment elliptique  d'une  planète,  dans  le  premier,  le  chemin  réelle- 
ment suivi  est  comparé  à  toutes  les  routes  possibles  ayant  mêmes 
extrémités  et  pour  lesquelles  la  vitesse  en  chaque  point  est  exprimée 
par  la  formule  des  forces  vives  ;  dans  le  second,  il  l'est  à  tous  les 
chemins  parcourus  d'une  manière  arbitraire  sous  la  seule  condition 
que  la  durée  du  trajet  ait  une  valeur  donnée. 

La  propriété  curieuse  découverte  par  Hamilton  se  présentait  dans 
son  Mémoire  comme  importante,  surtout  parce  que  cette  intégrale, 
qui  présente  un  caractère  de  minimum,  est  précisément  la  fonction 
caractéristique.  Nous  avons  dit  comment  Jacobi,  généralisant  une 
première  fois  les  découvertes  de  Hamilton,  en  a  considérablement 
accru  l'importance  en  y  rattachant  une  théorie  complète  des 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  A  chaque 
équation  de  ce  genre  correspond  un  système  d'équations  différen- 
tielles ordinaires,  que  l'on  peut  nommer  corrélatif,  et  la  dépen- 
dance des  deux  problèmes  est  telle,  que  toute  solution  complète  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  permet  d'intégrer  le  système  cor- 
rélatif, tandis  que  la  solution  du  système  d'équations  différentielles 


(')  Cette  remarque  curieuse,  je  l'ai  appris  depuis  que  ces  lignes  sont  écrites,  a  été 
faite  récemment  par  M.  Todhunter  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Researches  of  the  Cal- 
culas of  variations,  187 1.  (Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  273.) 
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ordinaiixs  fournit  une  solution  complète  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles. 

Jacobi  donne  un  grand  nombre  d'exemples  fort  intéressants  de 
sa  belle  théorie-,  il  n'indique  aucune  exception.  Dans  le  tome  III 
des  Matlieinatische  Annalen,  publiées  à  Leipzig  (*),M.  A.  Mayer 
croit  pouvoir  en  signaler  une  qui,  se  présentant  à  la  suite  d'une 
transformation  souvent  nécessaire,  aurait  une  très-grande  impor- 
tance. M.  Mayer,  il  est  vrai,  fait  voir  aussitôt,  et  d'une  manière  ex- 
trêmement élégante,  qu'à  l'aide  d'une  très-légère  modification  on 
peut  éviter  la  difficulté.  Quelque  élégant  que  soit  l'artifice  de 
M.  Mayer,  un  peu  d'attention  montrera  qu'il  était  inutile,  et  que  la 
règle  prescrite  par  Jacobi  n'était  nullement  en  défaut  dans  le  cas 
indiqué  par  lui  \  aucun  changement  n'était  donc  nécessaire.  La 
méthode  proposée  par  M.  Mayer  fournit  seulement  une  solution 
nouvelle  analogue  à  celle  de  Jacobi,  qui  subsiste  sans  modification. 

Sa  méthode,  en  effet,  consiste  à  calculer  une  certaine  intégrale  V 
pour  l'exprimer  ensuite  en  fonctions  de  quantités  désignées,  qui, 
dans  les  f^orlesungen,  sont  nommées  ^j,  </2,  ^3,. .  .,  q\^  </",  ql^.  .  ., 
et  le  cas  d'exception  signalé  par  M.  Mayer  est  celui  où  la  fonction  V 
se  réduit  à  zéro.  «  On  ne  peut,  dit-il  alors,  l'exprimer  sous  la  forme 
demandée  par  Jacobi.  »  C'est  là  une  inadvertance  du  savant  auteur-, 
les  quantités  q^^  (ji^^  q^^.  ..  .  ^  q\^  q\^  q\^.  .  .  ne  sont  plus,  en  effet, 
arbitraires  dans  ce  cas^  il  existe,  on  le  démontre  aisément,  entre 
elles  une  relation  nécessaire,  et  le  premier  membre  de  cette  relation 
peut  être  considéré  comme  l'expression  de  zéj^o  en  fonction  des 
lettres  demandées.  Cette  remarque,  faite  au  Collège  de  France, 
dans  une  Leçon  à  lacjuelle  assistait  M.  Darboux,  a  été  l'occasion 
d'un  développement  intéressant  que  ce  jeune  géomètre  aura,  pro- 
chainement sans  doute,  l'occasion  de  livrer  au  public. 

Parmi  les  applications  données  par  Jacobi,  l'une  des  plus  élé- 
gantes est,  sans  contredit,  la  démonstration  du  célèbre  théorème 
d'Abel,  déduit  de  l'étude  d'un  problème  de  Mécanique  fort  simple. 
Si  l'on  considère,  en  effet,  le  mouvement  d'un  système  de  points  qui 
ne  sont  sollicités  par  aucun  eforce,  ou  qui  le  sont  par  des  forces  diri- 
gées vers  un  point  fixe  et  proportionnelles  à  la  distance  à  ce  point,  sa 
solution  n'offre  aucune  difficulté.  Or  il  arrive  que,  en  adoptant  un 

(')  \oir  Bulletin,  t.  H,  p.  36/|. 
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système  de  variables  analogues  aux  coordonnées  elliptiques  intro- 
duites dans  la  Science  par  Lamé,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
corrélative  du  problème  admet  une  solution  composée  d'une 
somme  d'intégrales  abéliennes,  qui  se  présente  pour  ainsi  dire 
d'elle-même,  et  dont  la  comparaison  avec  la  solution  directe  four- 
nit une  démonstration  du  théorème  célèbre  que  Jacobi,  quelques 
années  après  la  mortd'Abel,  appelait  :  Carwn  herediiim  a  geo- 
metris  acceptum.  Les  Leçons  de  Jacobi,  à  partir  de  la  trentième, 
sont  consacrées  à  l'étude  des  équations  dillérentielles  du  premier 
ordre.  La  théorie  qu'il  expose,  très-nouvelle  à  l'époque  où  cin- 
quante auditeurs  se  pressaient  à  Konigsberg  autour  de  la  chaire 
de  Jacobi,  est  aujourd'hui  bien  connue  des  géomètres  :  un  beau 
Mémoire,  publié  en  1862,  leur  en  a  révélé  tous  les  détails.  La  pu- 
blication de  ce  Mémoire  a  coïncidé  avec  celle  des  travaux  d'un  jeune 
géomètre  d'un  rare  mérite,  Edmond  Bour,  qui,  par  ses  propres  re- 
cherches, avait  retrouvé  alors,  en  s'aidant  des  résultats  antérieu- 
rement publiés  par  d'autres,  le  principe  et  l'ordre  le  plus  naturel 
et  le  plus  simple  des  belles  découvertes  de  Jacobi.  «  La  publication 
posthume  de  son  Ouvrage  vient  d'avoir  lieu,  disait  Bour,  par  les 
soins  de  M.  Clebsch,  et  c'est  avec  une  bien  vive  satisfaction  que,  en 
tenant  compte  de  la  diiï'érence  entre  le  couronnement  de  l'édifice 
d'un  maître  et  les  essais  incertains  d'un  élève,  j'ai  constaté,  dans 
la  nouvelle  méthode  de  Jacobi,  lidentité  la  plus  parfaite  avec  celle 
que  j'ai  eu  l'honneur  de  soumettre  sept  ans  avant  à  l'Académie.  )) 

Les  Leçons  de  Jacobi  avaient  été  publiquement  professées,  en 
1 842,  devant  un  nombreux  auditoire,  dix  ans  avant  l'entrée  de  Bour 
à  l'École  Polytechnique,  et  l'illustre  géomètre  était  mort  longtemps 
avant  que  notre  ingénieux  compatriote  fût  en  âge  d'aborder  les  sa- 
vants problèmes  sur  lesquels  il  s'est  depuis  si  brillamment  exercé  ; 
aucune  question  de  priorité  ne  pouvait  donc,  en  apparence,  être 
soulevée  entre  eux,  et  Bour,  qui,  dans  la  phrase  citée  plus  haut, 
s'exprime  avec  tant  de  convenance  et  de  justesse,  semble  moins  heu- 
reusement inspiré  quand  il  écrit  quelques  phrases  plus  loin  :  «  Ja- 
cobi démontre  mon  théorème  au  début  de  son  Ouvrage.  » 

L'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  étant,  au  fond,  le  sujet  traité  par  Jacobi  et  approfondi  par 
lui  avec  une  incomparable  supériorité,  il  est  juste  de  rappeler  que 
la    première    solution    satisfaisante    du    problème    général   a    été 
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donnée  par  Cauchy,  en  1817,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Phi- 
lomathique.  C'est  là  que,  pour  la  première  fois,  et  dans  un  Mémoire 
resté  ignoré  par  Jacobi,  les  complications  inutiles  introduites  dans 
la  méthode  de  Pfafl'ont  été  habilement  écartées,  et  Jacobi  devait, 
vingt  ans  plus  tard  seulement,  proposer  une  méthode  équivalente 
au  fond,  mais  à  laquelle  les  Korlesungen  ont  donné  depuis  une 
perfection  qui  fait,  selon  l'expression  de  Bour,  de  la  solution  de  ce 
problème  difficile,  le  cha23itre  le  plus  élégant  et  le  plus  achevé  du 
Calcul  intégral. 

A  l'occasion  de  la  méthode  de  Cauchy  et  du  Mémoire  publié 
par  Jacobi  en  iS^y,  dans  le  tome  17  du  Journal  de  d'elle,  on  me 
permettra  de  revenir  sur  une  objection  déjà  anciennement  produite 
à  la  démonstration  du  résultat  final  des  deux  illustres  géomètres, 
et  qui,  acceptée  en  principe  par  les  auteurs  qui  ont  traité  la  ques- 
tion depuis,  ne  me  paraît  pas  cependant  avoir  été  considérée  sous 
son  véritable  jour. 

Cauchy,  pour  intégrer  une  équation  du  premier  ordre,  que  nous 
supposerons,  pour  simplifier,  à  deux  variables  indépendantes,  in- 
troduit une  variable  auxiliaire  dont  l'emploi  revient  à  considérer  la 
surface  cherchée  comme  le  lieu  d'une  série  de  courbes  que  l'on 
prend  pour  inconnues.  La  surface  étant  supposée  déterminée,  je 
veux  dire  l'attention  étant  appelée,  en  particulier,  sur  l'une  des 
surfaces  qui  satisfont  au  problème,  on  peut,  pour  celle-là,  consi- 
dérer la  génération  par  une  courbe  comme  indéterminée  et  écrire 
arbitrairement  une  équation  de  condition  qui,  introduite  dans  le 
problème,  ne  diminuera  en  rien  le  nombre  des  solutions.  Or  il 
annve  qu'en  procédant  ainsi  le  nombre  des  équations  surpasse 
celui  des  inconnues,  et  qu'en  en  laissant  une  de  côté  on  peut  ol)- 
tenir  une  solution  qui  a  précisémeat  le  degré  de  généralité  de  la 
solution  générale,  et  qui,  devant  la  comprendre,  ne  peut  manquer 
de  lui  être  identique.  Cauchy  a  vu  cela  très-nettement  5  mais,  sans 
se  contenter  de  cette  raison  sommaire,  qu'il  n'a  pas  même  donnée, 
il  a  voulu  établir  directement  que  cette  équation  surabondante  sera 
toujours  satisfaite  d'elle-même  ;  or  la  démonstration  n'a,  suivant 
moi,  aucune  force.  Je  n'ai  pas  dit,  comme  on  l'a  cru,  qu'elle  peut 
se  trouver  en  défaut  et  que  des  exceptions  peuvent  se  produire  •, 
on  ne  dit  pas  même  assez,  suivant  moi,  en  faisant  remarquer  que 
ces  exceptions  existent  dans  le  cas  général.  Je  vais  plus  loin  en 
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affirmant  que,  tant  qu'on  reste  dans  la  théorie  générale,  la  démons- 
tration ne  prouve  absolument  rien,  et  ne  rend  pas  même  vraisem- 
blable le  théorème  qu'on  veut  démontrer. 

Je  cherche  à  préciser  la  question,  non  à  en  exagérer  l'impor- 
tance, qui  est  petite.  L'assertion  de  Cauchy  est  exacte  5  l'équation 
surabondante  est,  en  général,  satisfaite  d'elle-même,  et  j'en  ai  dit 
la  raison  :  l'exception  ne  peut  se  présenter  que  dans  des  cas  parti- 
culiers; c'est  la  preuve  seulement  qui  n'est  pas  acceptable.  On  se 
borne,  en  effet,  à  faire  voir  que  la  fonction,  qui  doit  être  nulle,  est 
le  produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  se  réduit  à  zéro  :  si  donc 
l'autre  n'est  pas  infini ,  la  démonstration  est  faite,  et  il  semble  que 
l'on  peut  considérer  le  cas  où  il  en  est  ainsi  comme  une  exception. 
Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  5  car,  par  cela  seul  que  le  premier  facteur 
est  nul,  si  le  théorème  n'était  pas  exact,  ce  que  l'on  doit  ignorer 
pendant  qu'on  le  démontre,  la  démonstration  prouverait  que  le 
second  est  infini.  Appliquée  mot  pour  mot  avec  le  correctif  qu'on 
lui  a  fait  subir,  la  démonstration  de  Cauchy  permettrait  d'énoncer 
la  proposition  suivante  :  «  Toute  fonction  qui  s'annule  pour  une 
»  valeur  de  la  variable  est  identiquement  nulle,  excepté  dans  des 
))  cas  particuliers.  »  On  a,  en  effet,  identiquement 

$(^)zz=a)(xo)e  ■•■'•  *^'''  , 

et  si  4>  (xo)  est  nul,  $  (.r)  le  sera  également,  à  moins  que  l'autre; 
facteur  ne  soit  infini.  Cauchy  ne  dit  pas  autre  chose  sur  la  fonction 
qu'il  étudie. 

Il  est  bien  vrai  que,  cette  fonction  étant  réellement  nulle,  le  se- 
cond facteur,  dans  chaque  cas  que  l'on  examinera,  ne  deviendra 
pas  infini,  et  qu'il  sera  facile  de  s'en  assurer,  mais  c'est  par  d'au- 
tres raisons  qu'on  est  en  droit  de  l'affirmer  d'avance  ;  comme  je  l'ai 
dit,'  la  preuve  proposée  par  Cauchy  ne  démontre  absolument  rien, 
et  l'on  présente  l'objection  sous  un  très-faux  jour  en  signalant  seu- 
lement des  cas  d'exception. 

J.   Bertrand. 
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WILLIAMSON  (Benj.),  A.  M.,  Fellow  and  Tutor,  Trinity  Collège,  Dublin.  — 
An  Elementary  Treatise  on  the  Differential  Calculus,  contaimng  the 
Theory  of  Plane  Curves,  with  numerous  Examples.  —  Second  Edition, 
revised  and  enlarged.  —  London,  Longmans,  Green  &  Co.,  1873.  —  1  vol. 
petit  in-8°,  367  p.,  48  figures  dans  le  texte.  Prix  :  10  sh.  6  d. 

Nous  recommandons  ce  Volume  aux  professeurs,  qui  sauront 
suppléer  aux  défauts  de  l'exposition  théorique,  et  qui  y  trouve- 
ront un  Recueil  précieux  d'applications  et  d'exemples  bien  choisis. 
On  remarquera,  en  particulier,  les  développements  donnés  par 
Tauteur  sur  la  théorie  des  maxima  et  des  minima,  sur  la  construc- 
tion des  courbes  planes,  sur  les  changements  de  variables,  etc. 

Quant  à  la  partie  théorique  du  Livre,  nous  ne  pouvons  qu'expri- 
mer notre  étonnement  de  voir  un  auteur,  attaché  à  la  célèbre  Uni- 
versité des  Hamilton,  des  Boole,  des  Salmon,  des  Jellett,  traiter  les 
principes  du  Calcul  différentiel  à  un  point  de  vue  aussi  arriéré.  Il 
ne  suffit  pas  de  citer  dans  sa  Préface  une  page  du  Livre  de  Carnot 
Sur  la  31étaphjsique  du  Calcul  injînitésbnal,  pour  prouver  qu'on 
s'en  est  approprié  le  contenu,  et  ce  n'est  pas  un  demi-siècle  après 
la  publication  des  Ouvrages  d'enseignement  de  Cauchy  qu'il  de- 
vrait être  permis  d'employer  les  infiniment  petits  sans  dire  ce  que 
c'est,  ni  de  démontrer  le  théorème  de  Taylor  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  C'est  pour  cela  que  nous  n'indiquons  ce 
Livre  aux  commençants  que  comme  un  bon  Recueil  d'exercices. 

L'auteur  annonce  la  prochaine  publication  d'un  Traité  de  Calcul 
intégral  [An  Elementary  Treatise  on  the  Intégral  Calculus,  con- 
taining  applications  to  Curves  and  Surfaces).  J.   H. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MEMOIRS  OF  THE  Royal  Astronomical  Society  of  London  ('). 
T.  XXXVII;   1868-1869. 

Tenjvant. — Rapport  sur   l'éclipsé  de  Soleil  du    ij-i8  août 
1868. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  238. 
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Sont  jointes  au  Mémoire  des  reproductions  de  quelques  photo- 
graphies. 

Clarke.  —  Sur  la  détermination  de  la  direction  du  méridien 
avec  un  instrument  diagonal  russe. 

Pour  éviter  le  déplacement  de  l'observateur  qui,  avec  les  instru- 
ments ordinaires  de  passage,  doit  changer  de  position  selon  la  posi- 
tion de  l'astre,  on  reçoit  les  rayons  lumineux,  sortis  de  l'objectif, 
sur  un  miroir  plan  incliné  à  4^  degrés;  ce  miroir  les  renvoie  dans 
l'axe  de  rotation  de  l'instrument,  et  c'est  à  cet  axe  qu'est  adapté 
l'oculaire.  M.  Clarke  indique  les  avantages  et  les  inconvénients 
de  cet  instrument,  fait  connaître  les  corrections  à  apporter  aux  ob- 
servations et  le  moyen  de  calculer  les  constantes  instrumentales. 
Il  donne,  en  outre,  une  suite  d'observations  ayant  pour  objet  la  dé- 
termination exacte  du  méridien. 

Stoive  (E.-J.).  —  Détermination  de  la  constante  de  la  nutation 
d'après  des  observations  de  la  Polaire,  de  5i  CépJiée  et  de  â  Pe- 
tite Ourse,  faites  au  mojen  du  cercle  mural  de  l'Observatoire 
royal  de  Greenwich. 

T.  XXXVm;  1869-1870. 

Herschel  (J.-F.-W.).  —  Septième  Catalogue  d'étoiles  doubles 
observées,  de  iSaS  à  1828  ijiclusivement,  avec  le  télescope  de 
20  pieds,  et  dont  ^vingt-quatre  n'ont  pas  été  antérieurement  dé- 
crites. 

Cavley  (A.).  —  Sur  la  détermination  de  l'orbite  d' une  planète 
d'après  trois  observations. 

Trois  observations  d'une  planète  font  connaître  les  positions  des 
trois  droites  qui,  aux  époques  de  ces  observations,  joignent  le  centre 
de  la  Terre  à  la  planète.  Menons  par  le  centre  du  Soleil  un  plan 
qui  coupe  ces  trois  droites  en  trois  points,  et  par  ces  trois  points 
traçons  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le  centre  du  Soleil.  Cette  el- 
lipse sera  l'orbite  cherchée,  si  les  intervalles  de  temps  donnés  par 
les  lois  de  Kepler  entre  les  passages  de  la  planète  aux  positions  in- 
diquées sont  conformes  aux  résultats  des  observations.  M.  Cayley 
se  propose  de  déterminer  sur  la  sphère  céleste  le  pôle  de  l'orbite,  et 
il  l'obtient  comme  l'intersection  de  deux  courbes  dont  l'une  est  le 
lieu  des  pôles,  tels  que,  dans  l'orbite  correspondant,  l'intervalle  de 
temps  écoiJé  entre  la  première  et  la  deuxième  position  soit  égal  à 
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l'intervalle  mesuré,  et  dont  l'autre  est  la  courbe  analogue  pour  l'in- 
tervalle entre  la  deuxième  et  la  troisième  observation.  11  se  pro- 
pose aussi  de  tracer  le  lieu  des  pôles  des  orbites  d'égale  excentricité. 
M.  Cayley  donne  les  formules  qui  servent  à  déterminer  l'orbite, 
quand  on  connaît  trois  rayons  vecteurs.  Il  représente  en  projection 
stéréograpliique  les  résultats  obtenus.  Les  constructions  ne  sont 
effectuées  que  dans  un  cas  très-particulier  de  symétrie  des  trois 
droites  données  5  elles  ne  semblent  pas  susceptibles  d'être  utilisées 
dans  la  pratique. 

T.  XXXIX;  1871-1872. 

Cayley  (A.).  —  Suj^  la  construction  graphique  d'une  éclipse 
de  Soleil.  (17  p.) 

Dans  la  recherclie  des  circonstances  d'une  éclipse  de  Soleil ,  on 
détermine  la  courbe  formée  par  les  points  de  la  surface  de  la  Terre 
qui  voient  la  Lune  et  le  Soleil  en  contact  à  un  instant  donné. 
M.  Cayley  parvient  à  construire  cette  courbe  sur  une  projection 
stéréographique  de  la  sphère  céleste.  11  suppose  que  l'on  ait  tracé 
l'orbite  relative  du  Soleil  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  la  Lune  et  de  la  Terre,  et  obtient  un  procédé  très-simple  pour 
déduire  de  chaque  position  du  Soleil  les  points  de  la  Terre  qui  le 
voient  en  contact  avec  la  Lune.  La  construction  est  très-rapide,  et 
M.  Cayley  la  simplifie  encore  en  donnant  un  procédé  qui  permet 
d'employer  pour  toutes  les  éclipses  une  même  représentation  des 
méridiens  et  des  parallèles  ^  seulement  la  méthode  ne  conserve  son 
caractère  de  simplicité  que  si  l'on  regarde  le  pôle  de  la  Terre  comme 
invariable  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  le  centre  de  la  Terre  au 
centre  de  la  Lune,  l'orbite  relative  du  Soleil  comme  rectiligne,  et 
le  mouvement  du  Soleil  comme  uniforme  pendant  la  durée  de 
l'éclipsé.  L'auteur  examine,  au  reste,  quelles  erreurs  peuvent  pro- 
duire ces  diverses  hypothèses;  il  reconnaît  que  ces  erreurs  peuvent 
ne  pas  être  négligeables,  et  donne  le  moyen  d  obtenir  au  besoin  un 
tracé  plus  exact. 

Sawitsch  (A.\  —  Les  variations  de  la  pesanteur  dans  les  pro- 
v>inces  occidentales  de  l'Empire  russe.  (11  p.;  fr.) 

MM.  Sawitsch,  Lenz  et  Smyslof  ont  étudié  les  variations  de  la 
pesanteur  sur  l'arc  de  méridien  qui  s'étend  de  Torneâ,  en  Fin- 
lande, à  Ismaïl ,  en  Moldavie  ;  ils  ont  employé  le  pendule  à  rêver- 
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sion  de  figure  symétrique  dans  sa  position  d'équilibre  par  rapport 
à  un  plan  horizontal.  La  durée  des  oscillations  a  été  évaluée  par  la 
méthode  de  Borda.  On  en  a  conclu  la  durée  des  oscillations  infini- 
ment petites  et  la  réduction  à  la  tempéralm-e  de  20  degrés  par  les 
formules  connues.  La  réduction  au  niveau  de  la  mer  a  été  faite  par 
la  formule  de  Poisson;  elle  était,  au  reste,  peu  importante.  La 
forme  symétrique  du  pendule  a  permis,  suivant  les  principes  de 
Bessel ,  de  rendre  à  peu  près  rigoureuse  la  réduction  au  vide. 

La  valeur  de  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde  terrestre,  fournie  par 
ces  expériences,  est  moindre  que  celle  que  l'on  a  déduite  des  expé- 
riences faites  dans  toutes  les  autres  contrées ,  ce  qui  est  conforme  à 
ce  résultat  trouvé  par  Biot  :  que  l'aplatissement  déduit  d'observa- 
tions faites  à  des  latitudes  plus  grandes  que  45  degrés  est  moindre 
que  celui  que  l'on  tire  d'observations  faites  entre  le  parallèle 
moyen  et  l'équateur.  Il  résulte  aussi  des  expériences  que  la  direc- 
tion et  l'intensité  de  la  pesanteur  ne  présentent  pas  d'anomalies 
locales  dans  les  plaines  de  la  Russie  occidentale,  résultat  intéres- 
sant, surtout  si  on  l'oppose  aux  variations  considérables  qui  se  sont 
manifestées  dans  le  centre  de  la  Russie. 

Cayley   (A.\  —   Sur  les  lignes  géodésie/ ues  de  l'ellipsoïde. 

{23  p.)  \ 

L'équation  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  teUe  que  Jacobi 
l'a  obtenue  en  employant  les  coordonnées  elliptiques ,  dépend  des 
fonctions  abéliennes.  Dans  le  cas  où  l'on  ne  considère  que  les  lignes 
géodésiques  qui  passent  par  un  ombilic,  les  transcendantes  qui 
entrent  dans  l'équation  se  ramènent  immédiatement  aux  fonctions 
elliptiques.  Désignant  par  a,  ^,  c  les  carrés  des  demi-axes  princi- 
paux de  l'ellipsoïde,  par  h  et  h  les  coordonnées  elliptiques  définies 
par  des  relations  connues,  et  posant 

„,,.     r^  -dh    I        11 


-'^'-r^^^ 


k)[c-^k) 
les  lignes  géodésiques  passant  par  un  ombilic  ont  pour  équation 

n(/i)-"4^"(A-)  =  const. 

Bull,  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  V.  (Octobre  1873.)  II 
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M.  Cavley  suit  la  marche  de  ces  courbes  d'un  omlDilic  à  l'ombilic 
opposé-,  il  recherche  ensuite  quelle  doit  être  au  point  de  départ 
la  direction  d'une  ligne  géodésique  pour  qu'elle  passe  par  un  point 
déterminé  de  l'ellipsoïde.  Désignant  par  ip  l'azimut  de  cette  ligne 
géodésique,  par  (po  l'azimut  de  celle  qui  passe  par  l'extrémité  de 
l'axe  moyen,  il  obtient  la  relation  très-simple 


\/. 


a  —  b)(b  —  c) 


lang^  ^ 

log ^=n(/o-T(A-), 


Il  et  k  étant  les  coordonnées  du  point  où  doit  passer  la  ligne  géo- 
désique considérée. 

Dans  le  cas  particulier  où  ac  =  h'^^  les  transcendantes  II  (A)  et 
"^  [k\  se  ramènent  immédiatement  aux  transcendantes  de  Legendre 
par  une  transformation  fondée  sur  cette  remarque,  que  l'intégrale 

h  —  X  clx 


f 


^  \Jx{a  -\-  x){c  -\-  x) 

s'obtient  alors  sous  forme  finie. 

M.  Cayley  calcule,  dans  le  cas  particulier  où  rt  =  looo,  h  =  5oo, 
c=  25o,  les  valeurs  de  II  [h)  et  '*F  (A)  pour  une  série  de  valeurs 
de  //  et  ^,  et  en  déduit  une  Table  donnant  h  et  A',  quand  on  prend  II 
et  ^  pour  arguments.  Au  moyen  de  cette  Table,  il  représente  gra- 
pliiquement  une  suite  de  lignes  géodésiques  par  leurs  projections 
stéréographiques  sur  la  section  principale  qui  renferme  les  om- 
bilics. 

Eniin  M.  Cayley  exprime  toutes  les  transcendantes  employées 
dans  son  Mémoire  au  moyen  de  celles  de  Legendre,  et  retrouve 
ainsi  les  diverses  formules  que  nous  venons  d'indiquer. 

Cayley  (A.).  —  Seconde  Partie  d'un  Mémoire  sur  le  déi'elop- 
pement  de  la  fonction  perturbatrice  dans  les  théories  de  la  Lune 
et  des  planètes.  (20  p.) 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  a  été  publiée,  en  1839,  dans 
le  XXVIIP  vol.  du  Recueil  des  3Iémoires  de  la  Société  Royale 
Astronomique . 

Glaisher  (G.-W.-L.).  —  Sur  la  loi  de  facilité  des  erreurs  des 
ohser\^ations,  et  sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  [49  P-) 
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L'auteur  se  propose  de  discuter  les  principaux  Mémoires  écrits 
sur  la  méthode  des  moindres  carrés;  il  signale  la  découverte  de 
cette  méthode,  en  1808,  par  un  professeur  du  jNew-Brunswnck,  le 
docteur  Adrain,  qui  y  était  parvenu  en  faisant  cette  hypothèse, 
bien  éloignée  d'ailleurs  de  la  vérité  dans  la  plupart  des  cas,  que 
les  erreurs  commises  sur  les  mesures  de  diverses  grandeurs  sont 
proportionnelles  à  ces  grandeurs.  Après  avoir  critiqué  cette  hypo- 
thèse, M.  Glaisher  examine  les  travaux  connus  ;  il  rappelle  que 
Gauss  parvient  à  la  méthode  des  moindres  carrés  en  supposant  que 
la  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  observations  soit  la  valeur 
la  plus  probable  de  la  grandeur  mesurée  ;  il  montre  que,  dans  cette 

hypothèse,  la  probabilité  d'une  erreur  x  est  — =  e~^'^'.  Encke  a  es- 

V't: 
sayé  de  démontrer  le  principe  de  la  moyenne  arithmétique  -, 
M.  Glaisher  montre  combien  sa  démonstration  est  étrange.  Il  exa- 
mine  ensuite  les  travaux  de  Laplace,  et  à  cette  occasion  simplifie  la 
méthode  indiquée  par  Poisson  pour  trouver  la  probabilité  que 
p.j  Si  +  U.2  £,  -H  •  •  •  H-  y»  -«  soit  comprise  entre  deux  limites  données, 
€1,  £21 . .  .  étant  les  erreurs  des  observations,  //j,  ^^^ . . .  des  facteurs 
constants.  Il  insiste  sur  ce  fait,  que  Laplace  n'a  jamais  prétendu 
c[ue  sa  méthode  donnât  les  résultats  les  plus  probaliles,  mais  seu- 
lement les  plus  probables  parmi  ceux  que  l'on  peut  obtenir  par 
des  combinaisons  linéaires  des  équations  proposées.  Il  donne  en- 
suite les  expressions  trouvées  par  Laplace  et  Gauss  pour  l'erreur 
moyenne  à  craindre,  et  est  conduit  par  leur  comj)araison  à  établir 
une  identité  entre  deux  intégrales  multiples  de  formes  très-difle- 
rentes.  L'auteur  examine  encore  un  assez  grand  nombre  de  Mé- 
moires, et  parvient  à  ce  résultat  que,  d'après  lui,  la  loi  de  facilité 
d'une  erreur  est  e~^''''^  quand  cette  erreur  provient  d'un  très-grand 
nombre  de  causes  produisant  chacune  une  erreur  très-petite.  Enfin 
il  examine  les  résultats  les  plus  probables  que  l'on  aurait,  si  la  loi 
de  facilité  était  e~'"\^'.  Peut-être  nous  est-il  permis  de  regretter 
que  M.  Glaisher  n'ait  pas  cru  devoir  examiner  les  beaux  travaux 
de  M.  Bienaymé.  B.  Baillaud. 
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PROCEEDINGS  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh  (').  —  In-8°. 
T.  VII;  année  1 870-1 871. 
Tait.  —  Sui'  la  thermo-électricité.  (4  pO 

Tait.  —  Note  sur  les  équations  différentielles  linéaires  en 
quaternions.  (7  p.) 

Le  caractère  général  de  non-commutativité  de  la  multiplication 
des  quaternions  introduit,  même  dans  la  solution  des  équations 
différentielles  linéaires  à  coefficients  (quaternions)  constants,  des 
difficultés  d'une  nature  nouvelle.  L'auteur  présente  ici  quelques 
exemples  qu'il  a  rencontrés  dans  ses  reclierclies  physiques. 

Tait.  —  Sur  quelques  intégrales  de  quaternions.  (3  p.) 

Thomson  (Sir  William).  —  Sur  le  mouvement  des  solides  libres 
à  tra\^ers  un  liquide.  (6' p.) 

Démonstration  des  équations  différentielles  de  ce  mouvement, 
dans  un  liquide  supposé  parfait,  équations  découvertes  par  l'auteur 
au  commencement  de  l'année  i858. 

Tait.  —  Sur  la  phjllotaxie.  (3p.)  —  Sur  les  spectres  anor- 
maux, et  sur  un  spectroscope  à  vision  directe  simple.  —  Sur  une 
méthode  pour  rendre  visibles  à  un  nombreux  auditoire  les  mou- 
vements harmoniques  simples  dans  diverses  conditions.  —  Sur 
une  manière  simple  d' expliquer  les  effets  optiques  des  miroirs  et 
des  lentilles. 

Tait.  —  Notes  mathématiques .  (2  art.;  12p.) 

1.  Sur  une  intégrale  de  quaternion.  —  L'auteur  a  été  conduit  à 
cette  intégrale  en  traitant  le  problème  de  construire  une  surface  ré- 
fléchissante d'où  les  rayons,  émis  par  un  point,  partent  après  la  ré- 
flexion en  divergeant  uniformément,  mais  horizontalement. 

2.  Sur  les  ovales  de  Descartes.  —  L'auteur  établit  des  propriétés 
élémentaires  de  ces  courbes,  qu'il  tire  de  leur  équation 

er  ±  é  /•'  =  Cf., 
mise  sous  la  forme 


e 


{ra-\-e'  x)-±ie'[i\-jp.ex\ 


(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  174. 
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Ces  propriétés,  que  l'auteur  avait  d'abord  crues  nouvelles,  se  trou- 
vent, comme  il  l'a  appris  depuis,  au  moins  pour  le  fond,  dans 
\ Aperçu  historique  de  M.  Chasles,  Ouvrage  dont,  à  son  grand  re- 
gret, M.  Tait  n'a  jamais  pu  même  apercevoir  un  exemplaire. 

3.  Sur  une  propriété  des  fonctions  linéaires  et  vecteurs,  conju- 
guées à  elles-mêmes. 

4.  Relation  entre  les  ordonnées  correspondantes  de  deux  para- 
boles. —  Deux  projectiles  étant  lancés  simultanément  d'un  môme 
point  dans  des  directions  quelconques,  quelle  est  à  chaque  instant 
la  relation  entre  leurs  hauteurs  verticales  ?  Cette  question  a  été  sug- 
gérée à  l'auteur  par  les  résultats  qu'il  a  obtenus  dans  ses  expériences 
thermo-électriques  pour  de  hautes  températures.  En  appelant  x  et 

j  les  ordonnées  des  deux  paraboles  à  l'époque  f,  on  trouve  pour 
cette  relation 

(  A'^  -  krY  =  AA'(B'-  B)  (AB/—  A'B'^), 

les  équations  des  deux  paraboles  étant 

^  =  A^(B— 0,    j  =  A'^(B'— /). 

5.  Sur  quelques  transformations  de  quaternions. 

Sakg  (Edw.).  —  Sur  le  calcul  des  résistances  des  pièces  des 
charpentes  ouvertes  (of  Skeleton  or  Open  Structures). 

L'auteur,  dans  le  Mémoire  dont  il  donne  ici  l'analyse,  s'occupe 
d'abord  du  calcul  des  résistances  des  pièces  d'une  charpente  destinée 
à  supporter  des  efforts  donnés,  en  tenant  compte,  outre  ces  efforts, 
des  poids  inconnus  des  pièces.  Les  résultats  obtenus  conduisent  à 
donner  aux  résistances  la  meilleure  disposition  possible;  car,  si  une 
pièce  était  affaiblie,  toute  la  charpente  le  serait  en  même  temps; 
si  une  pièce  était  trop  forte,  le  surplus  de  son  poids,  se  trouvant 
rejeté  sur  les  autres  pièces,  contribuerait  encore  à  l'affaiblissement 
du  système.  L'auteur  pense  être  le  premier  qui  se  soit  livré  à  cette 
recherche. 

La  suite  du  Mémoire  traite  des  charpentes  insuffisantes  ou  flexi- 
bles, des  charpentes  surabondantes,  et  enfin  l'auteur  y  établit  ce 
théorème  nouveau  :  «  Quand  une  pression  est  appliquée  en  un 
»  point  d'un  système  flexible,  le  système  ne  cède  pas  nécessaire- 
»   ment  dans  la  direction  même  de  la  pression.  H  y  a  cependant 
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M  toujours  une  direction  de  coïncidence,  et  il  peut  y  en  avoir  trois. 
))  Dans  ce  dernier  cas,  si  deux  de  ces  directions  sont  perpendicu- 
»  laires  entre  elles,  la  troisième  est  perpendiculaire  aux  deux 
)■>   autres.  » 

Thomson  (Sir  William).  —  Siu'  le  mouvement  en  tourbillon. 

Thomson  (Sir  William),  —  Sur  les  corpuscules  ultramondains 
de  Le  Sage.  (i3  p.) 

Le  Sage  (i  724-1 80 3), né  à  Genève,  consacra  les  soixante-trois  der- 
nières années  de  sa  vie  à  la  recherclie  d'une  théorie  mécanique  de  la 
gravitation.  New^ton  avait  peine  à  concevoir  que  la  matière  inanimée 
pût  agir  à  distance,  et  que  la  gravitation  fût  une  propriété  essen- 
tielle et  inhérente  à  la  matière.  De  là  il  résultait  que  ce  phénomène 
devait  être  produit  par  un  mécanisme,  à  la  recherche  duquel  Le 
Sage  a  employé  tous  ses  efforts.  Il  se  propose  d'abord  d'établir  que, 
«  si  les  premiers  Epicuriens  avaient  eu  sur  la  Cosmographie  des 
))  idées  aussi  saines  seulement  que  plusieurs  de  leurs  contempo- 
))  rains,  qu'ils  négligeaient  d'écouter,  et  sur  la  Géométrie  une  partie 
n  des  connaissances  qui  étaient  déjà  communes  alors,  ils  auraient 
»  probablement  découvert  sans  effort  les  lois  de  la  gravité  univer- 
))  selle  et  sa  cause  mécanique  ».  En  reprenant  l'idée  des  atomes 
d'Epicure,  Le  Sage  construit  une  ingénieuse  théorie  du  mécanisme 
de  la  gravité,  dont  Sir  William  Thomson  donne  l'analyse,  et  qui 
n'est  pas  sans  quelque  analogie  avec  la  théorie  cinétique  des  gaz 
actuellement  admise. 

Tait.  —  Notes  sur  les  harmoniques  sphériques .  (y  p.) 
Etude  des  coefficients  Q,-  du  développement  de  l'expression 

~ 1  =  ^  h'Qiy     {li<^,     -i<.y-<  +  i), 

(l  —  2/a/t  -f-  /?')'  ^ 

ces  coefficients  étant  considérés  comme  fonctions  de  p. 

Tait.  —  Sur  la  thermo-électricité .  (6  p.) 

Marshall  (D.-H  ).  —  Sur  la  relation  du  magnétisme  ai^ec  la 
température.  (2p.,  i  pi.) 

Tait.  —  Sur  une  singulière  propriété  de  la  rétine. 

Tait.  —  Sur  l' opérateur  (^  (y). 
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Tait.  —  Note  sur  le  mouvement  du  pendule.  (3  p.) 

Sang  (Edw.).  —  Sur  un  cas  singulier  de  rectification  des  lignes 
du  quatrième  ordre.  (2  p.) 

Les  courbes  données  par  les  formules 

x=zas\nQ,    j=6sin29 

jouissent  de  propriétés  mécaniques  très-intéressantes.  Si  l'on  dé- 
veloppe en  série  l'expression  de  l'élément  d'arc,  le  résultat  obtenu 
par  l'intégration  de  chaque  terme  est  en  général  trop  compliqué 
pour  que  l'on  puisse  s'en  servir.  Il  y  a  cependant  un  cas  où  l'inté- 
gration peut  s'effectuer  aisément  :  c'est  celui  où  a-  =  Saè^,  ce  qui 
donne  pour  l'élément  d'arc 

dl=zQ.b{cos  -2.9  +  2)f/0. 

Jenkin  (Fleming).  —  Su/-  les  principes  qui  règlent  l'incidence 
des  taxes.  (i4  p-) 

On  sait  que  les  taxes  imposées  sur  les  marchandises  sont  avancées 
par  le  marchand,  qui  les  fait  ensuite  retomber  sur  le  consommateur. 
M.  Jenkin  se  propose  d'étudier  cet  important  problème  d'Arithmé- 
tique politique,  de  déterminer  sur  qui  retombe  en  dernier  lieu  et 
réellement  une  taxe. 

Dew^ar  (J.).  —  Sur  une  méthode  pour  déterminer  le  pouvoir 
explosif  des  combinaisons  gazeuses. 

Tait.  —  Sur  la  fonction  de  l'effort  (  Strain-Function  ) .  (2  p.) 
Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  201.  Application  de  la  théorie  des  qua- 
ternions  à  l'expression  de  cette  fonction. 

Thomson  (Sir  William).  — Sur  le  mouvement  des  solides  /'i- 
gides  dans  un  liquide  circulant  sans  rotation  (irrotationally)  à 
travers  des  trous,  percés  dans  ces  corps  ou  dans  un   solide  fixe. 

(ï4p.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  l' extraction  de  la  racine  carrée  d'une  ma- 
trice du  troisième  ordre.  (8p.) 

Tait.  —  Sur  la  thermo-électricité .  Circuits  présentant  plus 
d'un  point  neutre.  (6p.,  i  pi.) 
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Tait.  —  Sur  une  méthode  pow  mettre  en  évidence  la  sympa- 
thie des  pendules.  (5p.) 

Expériences  sur  la  transmission  réciproque  du  mouvement  de 
deux  barreaux  magnétiques  oscillant  dans  le  voisinage  l'un  de 
l'autre.  Calculs  relatifs  à  ces  expériences. 

Tait.  —  Sur  quelques  intégrales  de  quaternions.  (4  P-) 


NOVA  ACTA  REGi^  SociETATis  Upsaliensis  ('). 

3"  Série,  t.  VII;  1870. 

Theorell  (A. -G.). —  Description  d'un  météoro graphe  enre- 
gistreur, construit  pour  V  Observatoire  d'Upsal.  (i8p.,  2  pi. 5  fr.) 

LujvDSTRÔM  (C.-E.). —  Distinction  des  maxima  et  des  minima 
dans  un  problème  isopérimétrique.  (89  p.^  fr.) 

Ce  remarquable  Mémoire  est  la  dernière  production  d'un  jeune 
matliématicien,  enlevé  à  la  Science,  le  9  août  1869,  à  l'âge  de 
vingt-neuf  ans.  Lundstrôm  avait  déjà  présenté,  en  1866,  comme 
tlièse  doctorale,  un  travail  sur  le  Calcul  des  variations  (^),  dans 
lequel  il  traite  complètement  les  principaux  problèmes  relatifs  aux 
intégrales  simples,  en  déterminant  pour  chacun  le  caractère  dis- 
tinctif  du  maximum  et  du  minimum.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il 
reprend,  avec  une  notation  plus  claire  et  plus  expressive,  le  pro- 
blème si  compliqué  de  la  détermination  du  caractère  de  perma- 
nence du  signe  de  la  variation  du  second  ordre,  en  limitant  ses 
recherches  au  cas  des  intégrales  simples.  Il  se  proposait  d'appliquer 
plus  tard  sa  méthode  au  cas  des  intégrales  doubles,  quand  la  mort 
est  venue  le  surprendre. 

Bjôrling  (C.-F.-E.). —  Sur  la  séparation  des  racines  d'équa- 
tions algébriques.  (35  p.,  I  pi. 5  fr.) 

L'auteur  a  publié,  dans  le  tome  XLVUI  des  Archives  de  Gru- 
nert,  quelques  théorèmes  sur  la  réalité  des  racines  des  équations 
algébriques,  à  l'aide  desquels  on  peut  toujours  trouver  le  nombre 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  247. 

(')   Utkast  till  isoperimetriskaproblemer s  fuUstàndiga  solution.  In-8°,   108  p.,  i  pi. 
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et  les  places  des  racines  réelles  d'une  équation  donnée,  dès  que  l'on 
connaît  les  valeurs  des  racines  réelles  de  la  dérivée.  Si  l'on  consi- 
dère le  premier  membre  de  l'équation  f{jc)  =0  comme  provenant 
de  l'intégration  de  la  dérivée /^'(x),  le  terme  tout  connu  def{x) 
sera  une  valeur  particulière  de  la  constante  d'intégration.  Il  ré- 
sulte des  théorèmes  en  question  que  les  racines  complexes  de  l'é- 
quation sont  de  deux  sortes  ;  les  unes  dépendant  uniquement  de  la 
forme  de  la  dérivée  y  (.r),  les  autres  dont  le  nombre  varie  avec  la 
constante  arbitraire.  Ces  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  de 
théorèmes  plus  généraux,  à  l'aide  desquels  on  peut  trouver  les 
places  de  toutes  les  racines,  tant  complexes  que  réelles,  d'une  équa- 
tion algébrique  de  degré  tz,  en  connaissant  seulement  les  valeurs 
des  racines  réelles  de  la  dérivée,  et  peut-être  celles  de  quelques 
autres  équations,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n  —  3. 


ZEITSCHRIFT  fur  suthesiatischen   und   naturwissenschaftlichen  Uxter- 

RICHT. 

3"  Année;  1872  (fin)  ('). 

Von  der  Heyden.  — La  règle  à  calcul,  et  son  introduction  dans 
les  écoles  supérieures.  (  1 1  p.,  i  pi.  ) 

Cet  instrument,  dont  les  ingénieurs  français  font  depuis  long- 
temps un  si  fréquent  usage,  semble  être  encore  à  peu  près  inconnu 
en  Allemagne.  L'auteur  de  cet  article  fait  ressortir  l'utilité  de  cet 
ingénieux  appareil,  pour  économiser  le  temps  et  les  efforts  du  cal- 
culateur \  il  en  donne  la  description  et  en  indique  les  divers  em- 
plois. 

KoBER,  HoFFMAKiy,  Reidt  et  Becker.  —  Sur  les  «  DIVISIONS  ))  en 
Géométrie,  question  de  principes.  (19  p.) 

Doit-on  dire  que  les  quadrilatères,  dont  les  côtés  sont  parallèles 
deux  à  deux,  se  divisent  en  parallélogrammes  et  en  rectangles  ? 
L'expression  nous  semble  aussi  mauvaise  que  si  l'on  divisait  les  ha- 
bitants de  la  France  en  Français  et  en  Parisiens.  Un  cas  particu- 
lier dans  une  série  d'objets  ne  constitue  pas  la  base  d'une  division 

(')  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  2o5. 
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ou  d'une  classification  régulière.  Les  propriétés  générales  des  objets 
de  la  série  s'appliquent  au  cas  particulier.  Aux  propriétés  positives 
propres  au  cas  particulier  correspondent  des  propriétés  négatives 
des  objets  non  compris  dans  ce  cas.  La  longue  discussion  à  laquelle 
donne  lieu,  dans  cet  article,  la  nomenclature  des  diverses  espèces 
de  quadrilatères  ne  nous  parait  pas  mériter  tout  l'espace  qui  lui  est 
consacré;  nous  ne  nous  sommes  jamais  aperçu  que  cette  nomencla- 
ture, telle  qu'on  la  trouve  dans  la  plupart  des  auteurs,  ait  été  pour 
les  élèves  la  cause  du  moindre  embarras. 

Hoffmann  (J.-C.-V.).  —  Du  général  au  particulier,  ou  du 
particulier  au  général  ? 

L'auteur  se  prononce  avec  grande  raison  pour  l'emploi,  dans 
l'enseignement,  de  la  méthode  qui  procède  du  particulier  au  gé- 
néral . 

MiJLLER  (Ed.).  — Lettre  au  Rédacteur.  (6  p.) 

Enumération  de  tous  les  postulata  et  de  tous  les  axiomes  (ou  hy- 
pothèses) que  l'on  admet,  au  moins  tacitement,  dans  la  Géométrie 
élémentaire. 

HoiJEL  (J.).  — Sur  une  formule  de  Irigonométrie  plane  et  sur 
l'emploi  des  angles  auxiliaires. 

E.EIDT.  —  Sur  la  méthode  d' enseignement  en  Algèbre.  (12  p.) 

Hoffmann  (J.-C.-\  .).  —  Etudes  sur  les  conceptions  fondamen- 
tales de  la  Géométrie.  —  I.  L'idée  de  direction  et  ce  qui  s'y  rat- 
tache. (2  art.,  10-12  p.) 

L'idée  générale  de  direction  est  familière  à  tout  le  monde;  mais, 
pour  lui  donner  la  précision  mathématique,  il  est  indispensable  de 
s'appuyer  sur  la  notion  de  la  ligne  droite. 

—  Parmi  les  Ouvrages  qui  ont  été  l'objet  d'une  Notice  bibliogra- 
phique dans  ce  volume,  nous  citerons  les  suivants  : 

Baudey  (D""  E.).  —  Methodisch  geordnete  yiufgabensamm- 
lung,  mehr  als  yooo  Aufgaben  enthaltend  iiber  aile  Tlieile  der 
Elementar-Aritlimetili,  fur  Gjmnasien,  Realschulen  und  polj- 
technische  Schulen.  Leipzig,  Teubner.  Pr.  :  27jNgr.  (Compte  rendu 
parClebsch). — Les  solutions  se  vendent  séparément,  aux  seuls 
professeurs . 
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Gandtneu  (D"^  J.-O.)  und  Junghans  (D*^  K.-F.).  —  Sammlung 
•von  ^ufgahen  ans  der  Planitnetrie.  Fur  den  Schulgehrauch 
sachlich  und  niethodisch  geordnet  und  mit  Hilfsmitteln  zur  Bear- 


heitung  'verselien . 


Reidt  (D''F.),  —  Sammlung  von  Aufgahen  aus  der  Trigono- 
métrie und  Stéréométrie.  Leipzig,  Teubner,  1872. 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  ('). 
T.  LXXVIII,  n"^  1849-1872;  1871. 

ZôLLKER  (F.). —  Sur  In  loi  de  rotation  du  Soleil  et  des  grosses 
planètes.  (56  col.). 

(Tiré,  sur  la  demande  de  la  Rédaction,  des  Comptes  rendus  de  la 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe). 

Tandis  que  MM.  Faye  et  Secclii  cherchent  à  établir  la  nature 
gazeuse  de  la  masse  entière  du  Soleil,  M.  Zôllner  regarde  ce  corps 
comme  un  globe  dont  la  surface,  formée  d'un  liquide  incandescent, 
nous  envoie  la  chaleur  et  la  lumière  à  travers  une  atmosphère 
transparente.  La  température  de  cette  surface  n'est  pour  lui  que  de 
28000  degrés  environ,  au  lieu  de  dix  millions  que  lui  attribue  le 
P.  Secchi.  Les  taches  proviennent  de  scories  solides  qui  se  forment 
et  se  déforment  sans  cesse  dans  cet  océan  de  feu,  sous  l'influence 
des  courants  atmosphériques.  Les  mouvements  complexes  de  ces 
taches,  les  particularités  de  leur  nature,  la  formation  des  facules 
et  des  protubérances  sont  présentés  comme  des  résultats  simples  et 
naturels  de  cette  môme  iniluence. 

Dans  un  précédent  Mémoire  ('),  M.  Zollner  a  montré  que,  dans 
l'atmosphère  d'un  globe  incandescent  en  rotation,  des  courants 
doivent  se  développer,  et  que,  près  de  la  surface,  ils  se  dirigent  du 
pôle  à  l'équateur.  Il  a  établi  que  la  distribution  des  températures 
solaires,  observée  par  le  P.   Secchi,  est  le  résultat  d'une  réaction 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  87. 

(')  Sur  la  périodicité  et  la  propagation  héliographique  des  taches  du  Soleil  {Berichte 
der  Kônigl.  Sàchsischeri  Gesellschaft  der  JVissenschaften,  I2déc.  1870,  p.  348). 
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thermique  de  ces  courants.  Aujourd'hui  il  essaye  de  faire  voir  que 
les  pliénomènes  généraux  de  la  rotation  du  Soleil  sont  une  consé- 
quence nécessaire  de  leur  action  mécanique. 

Pour  y  arriver,  il  cherche  successivement  la  solution  de  quelques 
problèmes,  dont  le  plus  général  est  le  suivant  : 

Un  globe  solide,  tournant  autour  de  son  axe,  est  recouvert 
d'une  mince  couche  liquide,  yiu-dessus  de  cette  couche,  un  cou- 
inant atmospliéri(iue  se  dii'ige,  avec  une  vitesse  constante,  du  pôle 
à  l'équateur.  On  demande  la  vitesse  angulaire  du  liquide,  en 
chaque  point,  en  fonction  de  la  latitude. 

En  tenant  compte  des  actions  qui  se  détruisent,  en  regardant,  en 
outre,  comme  égaux  les  coefficients  de  frottement  des  liquides  et  des 
gaz,  ce  qui,  lorsque  la  température  est  très-élevée,  est  conforme 
aux  résultats  obtenus  par  MM.  Mayer,  Lampe  et  Maxwell,  M.  ZôU- 
ner  arrive  à  la  formule  suivante 

A  —  Bsin^Q 

^  — "' 

C0S9 

dans  laquelle  ip  désigne  la  latitude,  ^  la  vitesse  angulaire  correspon- 
dante, A  et  B  des  constantes  à  déterminer  par  l'observation. 

Les  documents  dont  M.  Zôllner  a  fait  usage  pour  vérifier  sa  théo- 
rie sont  surtout  les  observations  des  taches  du  Soleil  faites  jour 
par  jour  par  M.  Carrington  et  par  M.  Spôrer.  Les  tableaux  dressés 
par  ces  astronomes  montrent,  on  le  sait,  que  le  mouvement  hélio- 
centrique  des  taches  est  d'autant  plus  rapide  qu'elles  sont  plus  voi- 
sines de  l'équateur.  La  méthode  des  moindres  carrés,  appliquée  à 
l'ensemble  des  observations  de  M.  Carrington,  donne,  pour  valeur 
des  constantes  A  et  B, 

A  =  863', 4,     B=6i9',5. 

Avec  ces  valeurs,  la  formule  théorique  de  M.  Zôllner  représente 
plus  fidèlement  les  observations  que  la  formule  purement  empirique 
proposée  par  M.  Faye, 

^3=862'— 186' si  nO., 

bien  que,  dans  cette  dernière,  l'exposant  de  sin  1  puisse  être  re- 
gardé comme  une  troisième  constante  empirique.  En  outre,  l'auteur 
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fait  observer  que  les  deux  hémisphères  du  Soleil  présentant,  sans 
doute,  quelque  différence  dans  leur  constitution,  il  est  nécessaire 
de  déterminer  séparément  A  et  B  pour  chacun  d'eux.  On  arrive 
ainsi  à  une  représentation  très-approchée. 

Revenant  ensuite  à  sa  théorie,  M.  Zôllner  cherche  les  rapports 
qui  doivent  exister  entre  les  vitesses  des  diverses  couches  fluides  à 
diverses  profondeurs,  sous  la  même  latitude,  et  il  arrive  à  cette 
conclusion,  que  ces  vitesses  sont  d'autant  plus  grandes  que  les 
couches  sont  plus  profondes  5  la  différence  est  maximum  à  l'équa- 
teur.  Cette  loi  s'étendant  k  l'atmosphère,  il  doit  en  résulter,  sur 
toute  la  surface  du  Soleil,  des  vents  dirigés  en  sens  contraire  du 
mouvement  de  rotation,  et  d'autant  plus  violents  qu'on  se  rapproche 
davantage  de  l'équateur. 

En  outre,  l'action  de  ces  vents  doit  être  plus  marquée  sur  les 
scories  solides  qui  forment  les  taches  que  sur  l'océan  de  feu  qui  les 
entoure.  Si  les  retards  qui  en  résultent  pour  ces  scories  étaient  pro- 
portionnels à  ceux  qui  proviennent  des  différences  de  vitesse  sous 
les  diverses  latitudes,  la  loi  générale  de  rotation  ne  serait  évidem- 
ment pas  changée;  mais  il  en  est  autrement,  parce  que  l'action  du 
vent  lui-même  sur  le  courant  doit  être  d'autant  plus  efficace,  que 
les  scories  sont  plus  nombreuses  et  plus  resserrées,  c'est-à-dire  que 
le  retard  doit  se  prononcer  surtout  entre  le  5®  et  le  3o*^  degré  de 
latitude,  et  atteindre  son  maximum  à  17°,  5.  C'est,  en  effet,  ce  que 
confirme  l'observation.  Parla  même  raison,  les  vents,  ralentis  dans 
les  zones  moyennes  par  le  grand  nombre  de  scories  aux  époques 
de  maximum,  arrivent  à  l'équateur  avec  moins  de  vitesse,  y  occa- 
sionnent moins  de  retard,  et  c'est  ainsi  que  les  observations  de 
M.  Spôrer,  faites  aux  environs  d'une  de  ces  époques,  donnent,  pour 
la  vitesse  angulaire  diurne  de  l'équateur,  14'?  4  de  plus  que  celles 
de  M.  Carrington. 

M.  Zôllner  ne  se  borne  pas  à  ces  vérifications  générales.  Il 
cherche  à  expliquer,  par  sa  théorie,  toutes  les  particularités  que 
l'on  a  constatées,  dans  ces  dernières  années,  sur  les  taches,  les  fa- 
cules,  les  protubérances,  etc. 

Les  taches,  suivant  lui,  ne  peuvent  être  formées  d'une  matière 
fluide.  Il  résulte,  en  effet,  des  observations  de  M.  Carrington,  que 
les  différences  en  vitesse,  sous  les  divers  parallèles,  s'élèvent,  en 
moyenne,  à  i°6'  pour  un  degré  de  différence  de  latitude  5  par  suite. 
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si  les  taches  n'étaient  pas  solides,  elles  s'allongeraient  en  bandes 
parallèles  à  l'équateur,  comme  cela  a  lieu,  en  effet,  sur  Jupiter  et 
sur  Saturne,  auxquels  la  théorie  actuelle  peut  s'appliquer  en 
partie. 

Comment  ces  scories  solides  se  forment-elles  ?  Par  suite  de  la  ro- 
tation du  Soleil,  il  nait,  dans  l'atmosphère  qui  environne  sa  surface 
en  fusion,  des  courants  supérieurs  de  l'équateur  aux  pôles;  ces  cou- 
rants, revenant  inférieurement,  après  s'être  refroidis  par  le  rayon- 
nement, solidifient  çà  et  là  des  portions  de  liquide  5  les  scories  ainsi 
formées,  plongeant  en  partie  dans  un  milieu  dont  les  couches  ont 
des  vitesses  différentes  suivant  leur  profondeur,  prennent,  autour 
de  divers  axes,  des  mouvements  qui  expliquent  la  rotation  et  la  dis- 
location des  taches.  C'est  surtout  dans  les  zones  moyennes  cjue  ces 
formations  ont  lieu,  parce  que  le  rayonneiip^ent  du  liquide  est 
moindre  dans  les  régions  équatoriales  et  dans  les  régions  polaires, 
où  l'air  est  incessamment  troublé  par  des  courants  ascendants  et 
descendants . 

Les  variations  brusques  de  température  qui  existent  entre  chaque 
tache  et  le  milieu  environnant  occasionnent,  dans  l'atmosphère 
ambiante,  des  perturbations  d'équilibre.  De  là  des  courants  ascen- 
dants qui  produisent  les  facules,  tandis  que  les  vapeurs  condensées 
autour  de  la  scorie  sont  l'origine  des  pénombres  et  peuvent  expli- 
quer leur  structure  rayonnée,  les  apparences  qu'elles  prennent  au 
bord  du  Soleil,  etc.,  etc.  En  même  temps,  ces  vapeurs  servent  d'é- 
cran ;  elles  interceptent  le  rayonnement,  la  chaleur  s'accroît,  la 
scorie  enti^e  en  fusion  et  la  tache  disparait.  L'atmosphère  solaire 
peut  donc  être  considérée  comme  un  régulateur.  Par  suite,  les  phé- 
nomènes prennent  nécessairement  un  caractère  de  périodicité. 

Enfin  l'ascension  de  l'air  sur  les  bords  des  scories  diminue  la 
pression  atmosphérique  et  permet  au  gaz  dissous  dans  le  liquide  de 
se  dégager.  De  là  ces  éruptions  de  protubérances  qui,  d'après  les 
observations  de  M.  Respighi,  se  montrent  surtout  sur  les  bords  des 
taches  et  près  des  facules. 

Comme  on  le  voit,  cette  théorie,  bien  que  contraire  aux  idées  le 
plus  généralement  admises  par  les  astronomes,  serre  de  très-près 
tous  les  faits  connus.  Elle  a,  en  outre,  l'avantage  de  conduire  à  une 
formule  qui  représente  les  phénomènes  plus  fidèlement  que  les  for- 
mules empiriques  adoptées  par  MM.  Sporer,  Faye  ou  Carrington. 
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ScHMiDT  (  J.)  (Athènes),  et  Schônfeld  (Mannheim).  —  Obser- 
vations de  la  comète  I,   1871 . 

DoNATi.  —  Observatioiis  de  la  comète  II,  1871  (Florence). 

ScHTjLHOF  (L.).  —  Eléments  et  éphémévides  de  la  comète  II, 
1871  (Vienne). 

BoGUSLAwsKi  (von).  —  Siw  le  météore  du  l'j  septembre  1870. 
ÏNonvelle  observation  qui  s'ajoute  à  celles  qui  ont  été  discutées 
par  M.  Mattliiessen  (^). 

Sandberg  (A.-J.). —  Correction  des  éphémérides  pour  l'opposi- 
tion d'Ondine  (92)  en  1871. 

ScHLBERT  (E.).  — Eléments  de  Leucothée,  leurs  'variations  pro- 
venant de  l'action  de  Jupiter,  et  Table  pour  la  solution  du  pro- 
blème de  Kepler.  (12  col.) 

Stone  (O.).  —  Sur  l'emploi  des  instruments  zénithaux,  lors 
du  prochain  passage  de  I^énus  (  Washington  ) . 

Les  méthodes  le  plus  généralement  adoptées  seront  :  i*'  les  me- 
sures hélioniétriques  ;  2°  la  photographie  5  3**  l'observation  des 
contacts.  M.  Stone  propose  d'y  joindre  l'emploi  d'une  lunette  azi- 
mutale.  On  fixera  l'instrument  d'abord  en  azimut,  ensuite  en 
hauteur;  on  observera  les  passages  des  bords  du  Soleil  et  de  la  pla- 
nète à  trois  séries  de  fils,  les  uns  verticaux,  les  autres  parallèles 
aux  tangentes  d'entrée  et  de  sortie;  il  ne  restera  ainsi  sur  la  dis- 
tance des  centres  que  des  erreurs  accidentelles  ;  celles-ci  pourront 
d'ailleurs  s'éliminer,  car  on  aura  le  temps  de  faire  cinquante  séries 
d'observations.  JM.  Stone  recommande,  en  outre,  de  faire  usage  de 
toutes  les  méthodes  à  toutesXes  stations. 

Pechûle  (  C.-F.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  II, 
1871  (Hambourg). 

Spôrer.  —  Sur  la  comparaison  des  taches  et  des  protubérances 
solaires.  (6  col.) 

L'observation  d'une  tache  donne  sa  distance  au  limbe  et  son  angle 
de  position.  On  en  déduit  par  des  procédés  connus  ses  coordon- 
nées héliocentriques.  Pour  les  protubérances,  la  distance  au  limbe 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,   p.  23^. 


176  BULLETIN  DES  SCIENfiES 

est  nulle,  et  cette  circonstance  facilite  le  calcul.  M.  Sporer  donne 
les  formules  très-simples  et  les  Tables  dont  il  fait  habituellement 
usage  pour  cette  transformation.  Il  applique  ensuite  sa  méthode  à 
un  certain  nombre  de  protubérances  observées  par  M.  Zôllner,  et 
il  constate  que,  dans  la  plupart  des  cas,  des  apparitions  de  taches 
ou  de  facules  ont  précédé  celles  des  protubérances  aux  mêmes 
points  de  la  surface  solaire.  Enfin  un  grand  nombre  de  protubé- 
rances observées  par  M.  Sporer  lui-même  présentaient,  dans  leur 
partie  supérieure,  des  prolongements  de  plusieurs  degrés  de  longueur 
courant  vers  les  pôles.  L'auteur  en  conclut  qu'on  doit  regarder 
comme  démontrée  l'existence,  dans  les  hautes  régions  de  la  photo- 
sphère, de  courants  intenses  dirigés  de  l'équateur  aux  pôles. 

Glasenapp  (S.  von).  —  Sur  V apparition  de  la  comète  d'Encke, 
en  1871  (Poulkova).  (9  col.) 

La  méthode  suivie  depuis  Encke,  pour  le  calcul  des  éphémérides 
de  la  comète  qui  porte  son  nom,  n'est  pas  rigoureuse,  et  l'accumula- 
tion des  erreurs  qui  affectent  surtout  l'anomalie  moyenne  exige  une 
correction  empirique  à  chaque  retour  de  l'astre  au  périhélie.  L'au- 
teur cherche  la  valeur  la  plus  probable  de  cette  correction  pour  le 
retour  de  1871.  Il  en  déduit  les  éléments  osculateurs  de  la  comète 
pour  le  16  décembre  1871,  et  il  construit  l'éphéméride  jusqu'en 
mars  1872. 

Oppolzer  (Th.).  —  Sur  l'orbite  d'Erato  (62)  (Vienne).  (locol.) 
La  planète  Erato  est  perdue  depuis  1862.  Pour  essayer  de  la  re- 
trouver, M.  Oppolzer  commence  par  rectifier  ses  éléments  oscula- 
teurs de  1860,  à  l'aide  de  toutes  les  observations  connues.  Il  cal- 
cule ensuite  les  variations  de  ces  éléments  venant  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  jusqu'en  1871.  Une  observation,  faite  en  i863  par  M.  Tie- 
tjen  et  regardée  jusqu'ici  comme  incertaine,  se  trouvant  assez  bien 
représentée,  l'auteur  en  profite  pour  calculer  les  éléments  les  plus 
probables  de  1871  et  pour  construire  une  éphéméride. 

Nota.  —  A  l'aide  de  cette  éphéméride,  M.  Oppolzer  a  retrouvé 
Erato,  le  9  août  1 87 1 . 

RiJMKER  (G.).  —  Observatioiîs  du  compagnon  de  Sirius;  ob- 
servations diverses  (  Hambourg  ) . 

Oppolzer.  —  Observations  d' Amaltliée  (Vienne,  Josefstadt). 
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Sporer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil  (Anclam).  (10  p.) 

Anonyme.  —  Sur  la  résolution,  par  tâtonnements,  de  l'équa- 
tion de  Lambert,  dans  la  méthode  d'Olbers^  pour  le  calcul  des 
orbites  paraboliques.  (4  col.^  ^i^gl-) 

On  sait  que  la  méthode  d'Olbers,  pour  le  calcul  des  orbites  para- 
boliques, ainsi  que  les  modifications  proposées  par  Gauss,  s'ap- 
puie sur  le  théorème  de  Lambert.  Ce  théorème  fournit  une 
équation  qui  conduit  aux  valeurs  des  inconnues  par  des  approxima- 
tions successives.  L'auteur  de  la  Note  que  nous  analysons  donne, 
pour  la  direction  de  ces  calculs,  une  méthode  plus  rapide 
que  celle  dont  on  se  sert  généralement  dans  les  observatoires.  Il 
montre,  sur  un  exemple,  qu'il  suffit  souvent  d'une  seule  approxi- 
mation. 

ScHÔNFELD  (E.).  —  Ephémérides  d'étoiles  'variables . 

Peters  (C.-H.-F.).  — Découverte  d'une  nouvelle  planète  (^ 
(Clinton). 

ScHÔNFELD  (E.).  —  Sur  les  changements  d'éclat  des  étoiles  'va- 
riables. (24  col.  ) 

Tempel  (  W.).  —  Observations  d' Amalthée  @  et  des  comètes  I 
et  II,   1871. 

ScHULHOF  (L.).  —  Eléments  et  ephémérides  hypothétiques  pour 
V opposition  de  @  Hécube  en  1871 . 

Watson  (J.-C).  —  Découverte  d  une  nouvelle  planète . 

Oppolzer.  —  La  planète  Erato  retrouvée. 

Voir  plus  haut. 

Observations  méridiennes  de  V  Observatoire  de  Kremsmilnster . 

Observations  de  la  comète  II  (Coggia),  en  1870. 

Hall.  —  Lettre  au  Rédacteur,  (angl.) 

Ephémérides  de  Terpsichore,  1869.  —  Observation  d'Egé- 
rie,  i864-  —  Emploi  de  la  photographie  pour  le  prochain  pas- 
sage de  Vénus. 

A  propos  du  Mémoire  de  M.  Paschen,  inséré  au  n'^  1796  du  Jour- 
nal,  M.  Hall  fait  observer  que  la  méthode  photographique  pour 
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l'observation  du  passage  de  Vénus  est  préférable  aux  autres,  mais  à 
condition  que  la  réduction  puisse  se  faire  rigoureusement.  Il  craint 
que  l'emploi  d'un  oculaire  ne  produise  une  déformation  de  l'image. 
Il  propose  de  faire  préalablement  des  essais  sur  quelques  taches 
bien  définies. 

Paschen.  —  Réponse  à  la  Lettre  précédente . 

M.  Paschen  répond  qu'il  compte  éviter  les  déformations,  d'une 
part,  enremplaçant  le  réticule  focal  par  un  verre  quadrillé  qui  sera 
photographié  en  même  temps  que  l'image,  et,  d'autre  part,  en  em- 
ployant un  système  oculaire  spécialement  construit  par  M.  Schrô- 
der,  de  Hambourg,  pour  les  appareils  photographiques.  Les  défor- 
mations qui  pourraient  provenir  de  l'oculaire  portent  à  la  fois  sur 
l'image  et  sur  le  verre  divisé.  On  les  détermine,  du  reste,  avec  soin 
par  des  essais  préalables. 

BoRGEN  (C). —  Observations  de  (^j  Cassandre. 

DoNATi  (G.-B.).  —  Suite  des  observations  de  la  comète  II,  1 87 1 . 

ScHULHOF  (L.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  II, 
1871. 

Gasparis  (A.  de).  —  Table  pour  résoudre  V équation 

ms\n'' z  =  sin  (  z  —  q); 

/?/,  (j  positifs.   (22  col.;  fr.) 

Cette  équation  est  l'équation  fondamentale  qui  donne  la  distance 
d'un  corps  céleste  au  Soleil,  d'après  trois  observations  complètes. 
On  la  résout  d'habitude  par  l'intersection  d'une  droite  et  d'une 
courbe  duhuitième  degré.  LaTable  dressée  par  M.  deGasparis  donne 
à  la  simple  inspection,  et  à  i  degré  près,  les  valeurs  de  3,  dans  le  cas 
de  quatre  racines  réelles  ;  une  correction  facile  donne  la  seconde 
et  la  troisième  approximation. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  sur  les  étoiles   variables. 

Watson  (J.-C).  —  Eléments  de  (Jm)  Clymène,  et  observations 
de  (îôi)  .Artémis.  Etoile  de  compai'aison  observée  au  nouveau 
cercle  méridien  de  l' Observatoire  de  Harvard  Collège. 
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Peters  (C.-H.-F.).  —  Observations  d' Amalthée  @.  —  Elé- 
ments et  éphémérîde  de  Cassandre  (^. 

Abetti  (A.).  —  Observations  de  planètes.  (Padoue.) 

Peters  (C-  H.-F.).  — Découverte  d'une  nouvelle  planète  @. 

Luther  (R.),  Borgen  (C),  Valeivtiner  (W.).  —  Observations 
de  (în). 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes 
(Leipzig). 

Rogers  (W.-A.).  —  Eléments  de  Félicitas  d'après  les  deux 
premières  oppositions. 

Knott  (G.)  (Observatoire  de  Woodcroft,  Sussex).  —  Sur  une 
nouvelle  étoile  ^variable,  U  du  Cjgne.  (AngL) 

M.  Kiiott  confirme  la  variabilité  de  l'étoile  U  du  Cygne,  et  il  si- 
gnale, en  outre,  une  étoile  télescopique  exceptionnellement  rouge, 
dans  le  voisinage  de  12  de  l'Aigle. 

WoLF  (R.)-  —  Lettre  au  Rédacteur  {TaxticXi)  . 

Le  maximum  des  taches  solaires  parait  avoir  été  atteint  en 
août  1870.  M.  Wolf  constate  de  nouveau  la  coïncidence  exacte 
entre  la  variation  du  nombre  des  taches  solaires  et  celles  de  la  dé- 
clinaison magnétique. 

HiND.  —  Lettre  au  Rédacteur . 

Retrouve  la  comète  d'Encke,  à  l'aide  de  l'éphéméride  de  M.  de 
Glasenapp  [voir  plus  haut).  —  Ecart  assez  marqué. 

Luther  (R.),  Rûmker  (G.).  —  Observations  de  la  planète  (^1 . 

Gericke  (H.).  —  Observations  au  micromètre  circulaire 
(Leipzig). 

Moller  (Axel).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes 
(Lund).  (2  articles.) 

Winnecke.  — Lettre  au  Rédacteur  (Carlsruhe). 

i**  Retour  de  la  comète  d'Encke.  —  2°  Curieuse  observation  de 
Vénus,  le  20  septembre  187 1,  vers  midi,  près  de  sa  conjonction  in- 
férieure. —  Le  croissant  mesurait  certainement  ^\\xs  de  180  degrés. 
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M.  Winnecke  est  presque  sûr  d'avoir  aperçu  la  lumière  cendrée 
sur  le  disque  entier.  Il  n'y  a  jusqu'ici,  dans  les  annales  de  l'Astro- 
nomie, qu'une  seule  observation  de  ce  pliénomène,  en  plein  jour. 
C'est  celle  d'André  Mayer,  à  Greifswald,  le  20  octobre  1759. 

ViEuoRDT  (K.).  —  Photométrie  du  spectre  des  étoiles. 

L'auteur,  professeur  de  Physiologie  à  Tûbingue,  se  propose  de 
mesurer  et  de  comparer  les  intensités  lumineuses  de  chaque  région 
du  spectre,  pour  les  différentes  étoiles.  Pour  cela,  il  fait  tomber  de 
la  lumière  blanche  sur  telle  ou  telle  partie  de  l'image;  il  affaiblit 
ensuite  cette  lumière  à  l'aide  d'une  série  de  verres  neutres,  jusqu'à 
ce  que  la  modification  de  teinte  qu'elle  donne  aux  couleurs  spec- 
trales devienne  insensible.  Il  obtient  ainsi  une  mesure  de  l'inten- 
sité relative  des  divers  rayons.  Pour  les  étoiles  de  première  gran- 
deur, les  parties  les  plus  brillantes  an  spectre  sont  au  moins  trois 
mille  fois  plus  lumineuses  que  les  parties  obscures.  L'auteur  donne 
une  description  détaillée  des  modifications  qu'il  a  apportées  au 
spectroscope  ordinaire. 

VoGEL  (H.).  —  Résultats  d'analyses  spectrales  (Bothkamp). 
(12  col.) 

i .   Planètes  : 

Mercure.  —  La  partie  la  plus  réfrangible  du  spectre  est  seule  bril- 
lante. 

Vénus.  —  En  comparant  le  spectre  de  celte  planète  au  spectre 
atmosphérique,  on  trouve  un  léger  écart  entre  les  lignes  corres- 
pondantes. Cet  écart  provient  évidemment  du  mouvement  relatif 
des  deux  corps.  Comparé  au  spectre  solaire,  celui  de  Vénus  montre 
quelques  raies  plus  brillantes  -,  les  lignes  du  sodium  sont  élargies  et 
comme  noyées;  l'auteur  attribue  ces  différences  à  l'atmosphère  de 
]  a  planète . 

Mars.  —  Quelques  bandes  obscures,  particulièrement  dans  le 
rouge. 

Jupiter.  —  Spectre  presque  identique  à  celui  du  Soleil. 

Uranus.  —  Le  spectre  de  cette  planète  se  distingue  de  tous  les 
autres  par  des  raies  propres  d'absorption.  Son  intensité  est  très- 
faible.  —  L'auteur  ajoute  que  ses  observations  diffèrent  presque  en 
tout  de  celles  du  P.  Secchi. 
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2.  Spectres  de  quelques  nébuleuses  et  amas  d'étoiles,  et  de  la 
coTîiète  I,  1871 . 

On  sait  que  les  nébuleuses  proprepient  dites  présentent  trois 
raies  brillantes,  auxquelles  vient  s'ajouter  un  faible  spectre  continu 
pour  les  nébuleuses  planétaires.  M.  Vogel  ne  trouve  pas  toujours 
les  mêmes  intensités  relatives  des  raies  que  M.  Huggins.  Doit-ou 
en  conclure  un  cliangement  réel  dans  la  constitution  de  l'astre.^ 

3.  Spectre  de  l'aurore  boréale. 

Si  l'aurore  est  faible,  une  seule  ligne  brillante.  Le  nombre  des 
lignes  augmente  considérablement  lorsque  l'aurore  est  très-intense. 
La  comparaison  avec  les  spectres  des  gaz  qui  entrent  dans  la  com- 
position de  l'air  porte  à  penser  que  le  spectre  de  l'aurore  boréale 
résulte  de  modifications  produites,  par  les  changements  de  pression 
et  de  température,  dans  les  raies  telluriques. 

4.  Recherches  d' analyse  spectrale  sur  le  Soleil. 

L'auteur  signale  particulièrement  un  mouvement  rapide  de  ro- 
tation dans  un  nuage  détaché  d'une  protubérance,  et  un  déplace- 
ment de  4  à  5  milles  par  seconde  dans  deux  ponts  de  lumière  éten- 
dus sur  une  grande  tache  solaire, 

5.  Essai  de  détermination  du  mouvement  des  étoiles  dans 
l'espace. 

On  sait  que  ce  mouvement  se  détermine  par  l'écart  qui  existe 
entre  les  raies  du  spectre  stellaire  et  les  raies  brillantes  que  donne, 
par  exemple,  un  tube  de  Geissler  rempli  d'hydrogène.  M.  Vogel 
évalue  à  10  milles  par  seconde  pour  Sirius,  et  à  i3,8  milles  poui 
Procyon,  la  vitesse  relative  avec  laquelle  ces  étoiles  s'éloignent  de 
la  Terre. 

DuNÉR  (N.). —  Obsen^ation  d'une  noui'elle  nébuleuse  (Lund). 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  pla- 
nète (h6)  . 

HiND  (J.-R.),  MôLLER  (A.),  Stephan  (E.).  —  Obseruatious  de 
la  comète  d' Encke. 

Stephan  (E.),  Winnecke  (A.).  —  Observations  de  la  comète  de 
Tuttle. 

Weiss  (E.V    —   Discussion    des   observations  faites  pendant 
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l'éclipsé  du  i8  août  1868,  et  coînparaison  des  résultats  avec  ceux 
des  précédentes  éclipses.  (22  col.) 

Indépendamment  de  la  belle  découverte  de  M.  Janssen,  dont 
elle  a  été  l'occasion,  l'éclipsé  totale  de  1868  a  servi  à  préciser  nos 
connaissances  sur  la  plupart  des  curieux  phénomènes  qui  suivent 
la  disparition  du  disque  solaire.  Les  mesures  prises  en  dillerents 
lieux,  sur  les  trois  grandes  protubérances,  ont  montré  qu'elles  va- 
riaient avec  une  prodigieuse  rapidité.  Les  raies  brillantes  qu'elles 
ont  données  au  spectroscope  ont  fait  connaître  la  nature  des  gaz 
qui  les  constituent.  Les  différences  qui  ont  été  constatées  dans  le 
nombre  et  dans  les  longueurs  de  ces  raies  ont  montré  que  toutes  les 
protubérances  n'ont  pas  une  composition  identique,  et  que  cha- 
cune d'elles  est  formée  d'un  mélange  de  gaz  occupant  souvent  des 
étendues  très-difïéi^entes. 

On  a  définitivement  établi  là  réalité  de  la  couronne.  Il  a  semblé 
que  les  faisceaux  les  plus  étendus  avaient  pour  bases  les  grandes 
protubérances.  Les  observations  de  M.  Prazmowski  sur  la  polari- 
sation de  cette  couronne  ont  été  confirmées.  Enfin  M.  Rilia  a 
constaté  qu'elle  donnait  un  spectre  continu.  Ajoutons  que  les 
éclipses  ultérieures  ont  montré  dans  ce  même  spectre  une  ou  deux 
raies  brillantes. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  (Athènes). 

MoLLER  (A.).  —  Séniélé  retrouvée  (Lund). 

RiJMKEB    (G.),    StEPHAN    (E.),  GlASENAPP    (S.  V.),    HlJVD    (J.-R.). 

—  Observations  des  comètes  d' Encke  et  de  Tuttle. 

BrUHNS   (C),    WiNNECKE  (A.),   LiTTROW    (C.V.),    RiJMKER     (G.). 

—  Observations  de  la  comète  de  Tempel. 

LoRENZONi  (G.).  —  Aberration  de  réfrangibilité  dans  les  ob- 
jectifs composés  de  deux  lentilles,  et  conséquences  de  cette 
aberration  spécialement  dans  les  observations  spectroscopiques 
(Padoue).  (4col.^  ital.) 

Les  formules  et  l'expérience  sont  d'accord  pour  montrer  que  les 
rayons  rouges,  orangés,  jaunes  et  verts  ont  des  foyers  très-voisins, 
tandis  que  les  foyers  des  autres  rayons  sont  assez  écartés  des  pre- 
miers. Par  suite,  pour  voir  nettement  toutes  les  raies  des  protubé- 
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rances,  il  faut  disposer  le  spectroscope  de  façon  à  pouvoir  donner 
successivement  à  la  fente  différentes  positions.  M.  Lorenzoni  arrive 
ainsi  à  voir  facilement  six  raies,  et  il  a,  en  outre,  aperçu  souvent  le 
renversement  des  raies  du  sodium  et  du  magnésium.  Il  regarde 
comme  nouvelle  l'une  de  ces  six  raies  qu'il  désigne  par^l,  et  dont 
la  longueur  d'onde  est  environ  448 , 4  • 

D'Arrest.  —  Note  sur  la  Communication  précédente. 

La  raie  y  de  M.  Lorenzoni  n'est  pas  nouvelle.  Elle  a  été  aperçue 
par  J.  Herschel,  à  Bangalore,  en  mai  1869,  et  par  \oung  pendant 
l'éclipsé  du  7  août  1869. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  sur  les  étoiles  variables . 

Stephan  (E.).  —  Nébuleuses  nouvelles  (Marseille). 

Tebbutt  (J.).  — Lettre  au  Rédacteur.  (Angl.) 
M.  Tebbutt  a  observé  les  variations  de  n  d'Argo,  de  i854  à  1870. 
En  juillet  i8d4,  cette  étoile  était  très-peu  au-dessous  de  la  i'^'^  gran- 
deur. En  1860,  sa  grandeur  était  3,4 1  ;  elle  a  continué  à  diminuer 
d'éclat  5  depuis  1867,  elle  est  devenue  télescopique  et  s'est  mainte- 
nue un  peu  au-dessous  de  la  6®  grandeur,  avec  des  variations  pres- 
que insensibles. 

Bruhjvs  (C).  —  Ephéniéride  de  la  comète  de  Tuttle. 

Argelander  (Fr.),  Rumker  (G.),  Oppolzer  (Tli.  v.),  Schul- 
HOF  (L.),  Tempel  (W.),  Peters  (C.-F.-W.).  —  Observations, 
éléments  et  éphémérides  de  la  comète  F,  1871  [Tempel). 

Schubert  (E.).  — Eléments  d' Atalante,  leurs  perturbations 
par  Jupiter,  et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler. 
(  1 1  col.} 

DuNÉR  (N.-C). — Eléments  des  étoiles  doubles  ^  d'Hercule  et 
r,  de  la  Couronne  (Lund). 

Chacune  de  ces  étoiles  ayant  déjà  accompli  une  révolution  com- 
plète depuis  les  observations  de  W.  Struve,  on  peut  calculer  leurs 
éléments  définitifs.  Les  périodes  trouvées  sont 

34"°%  221  pour  Ç  d'Hercule, 
41"°%  5^6  pour  /î  de  la  Couronne. 

DuNÉR  (N.-C).  —  Observations  d' étoiles  variables . 
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Peters  (C.-A.-F.).  —  Suf^  la  désignation  des  nouvelles  co- 
mètes. 

Dans  les  Volumes  précédents,  les  comètes  de  chaque  année 
étaient  numérotées  dans  l'ordre  de  leur  passage  au  périhélie.  Il  y 
avait  à  cet  usage  plusieurs  inconvénients  :  d'abord  l'ordre  pouvait 
être  modifié  par  un  calcul  plus  exact  5  ensuite,  comment  désigner 
les  comètes  dont  les  éléments  ne  pouvaient  être  déterminés  ?  Aussi 
le  Rédacteur  s'est-il  décidé  à  ranger  les  comètes  nouvelles  d'après 
la  date  de  leur  découverte. 

Oppolzer  (v.)  et  Littrow  (v).  —  Lettres  au  Rédacteur. 

Ces  astronomes  présentent  quelques  objections  au  mode  d'indi- 
cation proposé  par  M.  Peters,  surtout  au  point  de  vue  des  Catalo- 
gues généraux.  Ils  pensent  que,  dans  ces  Catalogues,  l'ordre  ne  peut 
être  établi  que  d'après  l'époque  du  passage  au  périhélie. 

M.  Peters  répond  qu'il  s'agit  uniquement  de  l'indication  à 
adopter  dans  les  Astronomische  Nachrichten.  L'ordre  des  décou- 
vertes est  celui  qui  offre  le  moins  d'inconvénients  ;  il  est  en  outre 
le  seul  qui  permette  d'inscrire  les  comètes  dont  les  observations 
sont  insuffisantes  pour  la  détermination  des  éléments.  Au  reste, 
pour  éviter  toute  confusion,  les  chiffres  romains  seront  remplacés 
par  des  lettres  :  ex.  a  1871,  ^  1 871,  etc. 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Obseruatio/is  de  (^  Cassandre. 

Oppolzer    (Th.  v.).    —  Observations  des  comètes  I,  II  et  V, 

1871. 

Ltjther  (R.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  planète  (j^. 

Adolph  (C).  —  Ephémérides  et  nouvelle  découverte  de  (^ 
Mnémosjne. 

Tietjen  (F.),  W1JKA.NDER  (A.).  —  Eléments  et  éphéméride  de 
(^  Lomia. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.),  Tietjen  (F.).  —  Observations  de  la  co- 
mète F,   1871  [Tempel). 

Gasparis  (A.  de).  —  Formules  pour  le  calcul  des  étoiles  dou- 
bles. (Fr.) 

On  suppose  la  réduction  des  observations  faite  par  la  méthode 
de  Herschel   [Mem.  of  the  R.  A.  S.,  vol.  V).   M.  de  Gasparis 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i85 

donne  des  formules  qui  permettent  de  trouver  immédiatement  les 
rapports  des  rayons  vecteurs  /j,  /"s,  J\.  Ces  rapports  étant  connus, 
le  calcul  de  l'orbite  s'accomplit,  comme  on  sait,  très-promptement. 

ScHULHOF  (L.).  — éléments  et  éphéinérides  de  la  comète  V, 
1871. 

Spôrer.  —  Observations  de  taches  et  de  protubérances  ( 1 2  col.) . 

1.  Distribution  hélio graphique  des  taches  dans  les  périodes  II, 
III  et  IF,  1871. 

2.  Observations  spectrales.  —  Ces  observations,  faites  du  2 1  mai 
au  5  octobre,  conduisent  M.  Sporer  à  des  conclusions  importantes. 
1°  Les  dessins  de  vingt-cinq  protubérances  confirment  l'existence  de 
courants  supérieurs  dirigés,  dans  les  deux  hémisphères,  de  l'équa- 
tcur  aux  pôles.  2''  Quelques  protubérances  ont  persisté  pendant  plus 
d'une  demi-rotation.  3°  Les  jets  d'éruption  laissent  dans  la  pho- 
tosphère des  cavités  profondes,  qui  se  remplissent  ensuite,  soit  par 
l'ascension  des  masses  inférieures,  soit  par  les  côtés.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  dillérences  dans  les  vitesses  de  rotation  portent  les 
masses  ascendantes  vers  l'est,  et  il  se  forme  une  série  de  volcans 
sur  un  même  parallèle.  Dans  le  second  cas,  par  suite  des  courants 
méridiens,  il  se  forme  une  série  de  brèches  sur  le  bord  du  Soleil. 
4*^  Il  y  a  deux  sortes  de  protubérances  :  (A)  les  protubérances  or- 
dinaires; elles  ont  peu  d'éclat,  elles  sont  durables,  elles  ne  sont 
formées  que  d'hydrogène;  (B)  les  protubérances  flamboyantes; 
elles  sont  très-brillantes,  très-instables,  et  elles  renferment  des  va- 
peurs diverses;  elles  sont  probablement  dues  à  des  phénomènes 
électriques.  5**  Les  protubérances  manquent,  sur  les  deux  hémi- 
sphères, entre  le  5o®  et  le  70''  degré. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  de  la  changeante  nx  de  la 
Couronne  australe. 

HuGGiNS  (W.). —  Sur  le  spectre  de  la  comète  d'Encke.  (Angl.) 

Ce  spectre  se  réduit  à  une  bande  brillante  qui  correspond  à  la 

plus  brillante  de  celles  du  carbone.    On  peut   soupçonner    deux 

autres  bandes.  Ce  spectre  est  donc  identique  à  celui  de  la  comète  II, 

1868. 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Sur  la  période  de  z  de  la  Couronne 
australe. 


i86  BULLETIN  DES  SCIENCES 

HouGH  (G. -AV.).  —  Description  d'un  chronographe  imprimant 
(Dudley).  (4  col.^  ^ïigl) 

L'appareil  se  compose  essentiellement  de  trois  roues  imprimantes, 
qui  indiquent  respectivement  les  minutes,  les  secondes  et  les  cen- 
tièmes de  seconde.  Le  mouvement  des  roues  est  régularisé  par  un 
électro-aimant  et  contrôlé  par  une  horloge  sidérale.  On  a  trouvé  pour 
l'erreur  moyenne  de  chaque  impression  o^,oi3,  et  pour  l'erreur 
maximum  o%o3.  On  a  fait  plus  de  douze  mille  observations  à  1  aide 
de  cet  appareil,  qui  réduit  le  travail  des  zones  dans  la  proportion 
des  deux  tiers. 

Tebbvtt  (J.).  —  Observations  d'occultations  d'étoiles.  — 
Eclipses  des  satellites  de  Jupiter  (1868- 1870). 

Argelander  (Fr.).  —  Observations  faites  à  V Observatoire  de 
Bonn.  (6  col.) 

ScHULHOF  (L.) .  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  e,  1 87 1 . 

G.  L. 


MELANGES. 

ME  SIR  lE  PRINCIPE  DE  CORRESPONDANCE  ('); 
Par  m.  H.-G.  ZEUTHEN. 

i .  Le  principe  de  correspondance  s'énonce  de  la  manière  sui- 
vante, bien  connue  (^)  : 

«  Lorsqu'on  a  sur  une  droite  (L)  deux  séries  de  points  X  et  Y 
telles,  qu'à  un  point  X  correspondent  yj  points  1,  et  à  un  point  Y 
^  points  X,  et  que  cette  correspondance  peut  s'exprimer  par  une 


(')  Les  trois  premiers  numéros  de  cette  ÎVote  sont  extraits  des  n"*  25  et  26  d'un  Mé- 
moire, Sur  les  propriétés  générales  de  systèmes  de  courbes,  qui  vient  d'être  inséré  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  danoise.  Seulement  je  profite,  dans  la  Note  actuelle,  de 
l'énoncé  du  théorème  I  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Halphen,  qui  vient  aussi  de  paraître 
(  Bulletin  de  la  Société  Math.,  1. 1,  p.  iSa),  pour  donner,  soit  à  l'énoncé,  soit  à  la  démons- 
tration de  la  règle  dans  le  n°  2,  une  meilleure  rédaction,  sans  en  altérer  la  réalité. 

(*)  Voir  le  Mémoire  de  M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus  de  l' Académie  des 
Sciences,  séance  du  27  juin  i86.'|. 
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équation  algébrique,  le  nombre  des  points  X  qui  coïncident  avec 
des  points  correspondants  Y  est  'i  -\-r,.  » 

Nous  en  donnerons  ici  une  démonstration  différente  de  celle 
qu'on  emploie  ordinairement. 

Soient  A  et  B  deux  points  fixes  placés  dans  un  même  plan  que 
(L),  mais  au  dehors  de  (L},  et  de  telle  manière  que  le  point  C,  où 
la  droite  AB  rencontre  (L),  ne  soit  pas  un  des  points  cherchés  où 
un  point  X  coïncide  avec  un  point  correspondant  Y.  Le  lieu  des 
points  d'intersection  Z  des  droites  AX  et  BY,  joignant  des  points 
correspondants  X  et  Y  aux  points  fixes  A  et  B,  sera  une  courbe  algé- 
brique. Elle  passera  \  fois  par  A,  qui  est  le  point  d'intersection  de 
BC  avec  les  droites  qui  joignent  A  aux  ^  points  X  qui  correspondent 
à  C,  regardé  comme  un  point  Y.  Une  droite  AX  passant  par  A  aura 
à  côté  des  ^  points  confondus  en  A,  pour  points  d'intersection  avec 
le  lieu  (Z),  les  n  points  où  elle  rencontre  les  droites  correspon- 
dantes BY.  Le  lieu  est  donc  de  l'ordre  ^  +  y)  ;  ses  ^  -f-  •/;  points  d'in- 
tersection avec  la  droite  (L)  sont  les  points  cherchés. 

2.  Ayant  réduit  la  détermination  des  points  où  X  coïncide  avec 
Y  à  celle  des  points  d'intersection  de  (L)  avec  la  courbe  (Z),  nous 
avons  aussi  substitué  à  la  question  de  la  multiplicité  des  solutions 
indiquées  par  le  principe  de  correspondance  celle  du  nombre  des 
points  d'intersection  de  (L)  et  (Z)  qui  se  confondent  en  un  même 
point  D.  Or  ce  nombre  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  seg- 
ments infiniment  petits  XZ,  interceptés  par  la  droite  (L)  et  la 
courbe  (Z)  sur  une  sécante  AX,  dont  la  distance  au  point  D  est  in- 
finiment petite  du  premier  ordre.  Les  angles  des  triangles  XYZ  et 
DXZ,  étant  finis  suivant  nos  suppositions ,  la  distance  DX  est  du 
premier  ordre,  et  XY  du  même  ordre  que  XZ.  On  trouve  ainsi 
la  règle  suivante  : 

Le  nombre  de  coïncidences  de  X  et  Y,  qui  ont  lieu  en  un  point 
D  de  la  droite  (  L  ) ,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments 
injiiùmenl  petits  XY,  interceptés  sur  (L)  par  un  point  X  dont  la 
distance  à  D  est  infiniment  petite  du  premier  ordre  et  par  les 
points  correspondants  Y.  [L'ordre  d'une  distance  finie  est  égal  à 
zéro  (').] 

(')  Mon  Mémoire  déjà  cité  contient  beaucoup  d'applications  de  cette  règle.  On 
pourrait  aussi  en  faire  usage  pour  démontrer  le  théorème  II  de  M.  Halphen.  Foir  en- 
core le  n"  4  de  cette  Note. 


i88  BULLETIN   DES  SCIENCES 

On  peut  se  servir  de  la  même  règle  pour  compter  les  coïnci- 
dences confondues  qu'on  trouve  en  appliquant  le  principe  de  cor- 
respondance à  des  faisceaux  de  droites  ou  à  des  courbes  unicursales  ; 
car  ces  correspondances  peuvent  être  remplacées  par  celles  des 
points  d'une  droite.  11  n'est  pas  difficile,  non  plus,  de  la  rendre  ap- 
plicable pour  compter  les  coïncidences  confondues  qu'on  trouve  par 
l'extension  du  principe  de  correspondance  à  des  courbes  quelcon- 
ques dues  à  MM.  Cayley  et  Brill. 

3.  La  cause  de  la  grande  importance  du  principe  de  correspon- 
dance, c'est  la  circonstance  que,  pour  en  faire  usage,  il  suffit  de  sa- 
uoir  que  la  correspondance  dont  il  s'agit  peut  être  exprimée  par 
une  équation  algébrique,  et  qu'on  n'a  pas  besoin  de  coiinaiti-e  cette 
équation.  Or,  même  dans  les  cas  où  il  serait  extrêmement  difficile 
ou  impossible  de  trouver  l'équation,  on  peut,  sans  aucune  difficulté, 
découvrir  qu'elle  existe.  En  réalité,  dans  aucune  des  nombreuses 
reclierclies,  à  ma  connaissance,  auxquelles  ce  principe  a  été  appli- 
qué, il  n'a  été  nécessaire  de  s'assurer,  par  une  discussion  particu- 
lière, de  l'existence  de  cette  équation. 

Je  crois  qu'on  a  toujours  reconnu  comme  condition  nécessaire  de 
l'application  du  principe  de  correspondance  l'existence  de  cette 
équation  algébrique,  mais  je  conviens  qu'on  ne  l'a  pas  toujours 
dit  expressément.  J'approuve  donc  que  M.  Geiser  (^)  en  demande 
une  indication  expresse,  et  je  lui  ai  obéi  dans  l'énoncé  du  prin- 
cipe au  n°  1 5  mais,  comme  j'ai  toujours  regardé  cette  condition 
comme  inséparable  du  principe,  et  je  crois  que  tous  ceux  qui 
l'ont  employé  ont  fait  de  même,  j'ai  été  fort  étonné  de  voir  que 
le  professeur  de  Zurich  croit  borner  ainsi  considérablement  l'im- 
portance du  principe.  Les  absurdités  auxquelles  conduirait  l'appli- 
cation du  principe  à  des  cas  où  la  condition  dont  il  s'agit  ne  serait 
pas  remplie  sont  tellement  grandes,  qu'il  n'est  pas  permis  de  croire 
que  sa  nécessité  aurait  échappé  à  ceux  qui  ont  fait  usage  de  ce  prin- 
cipe sans  l'énoncer  expressément.  Du  reste,  dans  l'énoncé  du  prin- 
cipe de  correspondance  que  cite  M.  Geiser,  qui  est  le  premier  énoncé 
de  ce  principe  (^)  (pour  les  cas  de  ^  =  yj=i  et  ^  =  i,  /5=2), 
j\L  Chasles  indique  assez  clairement  cette  condition,   en  faisant  la 


(')  Sopra  un  teorema  fondamentale  délia  Geometria  (^Annali  di  Matematica,  IV). 
(■)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  24  déc.  i855. 
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restriction  que  la  correspondance  se  présente  «  dans  une  question 
où  il  n'entre  pas  de  transcendantes  (fonctions  ou  courbes)  ».  Si  la 
correspondance  ne  doit  pas  dépendre  de  fonctions  ou  de  courbes 
transcendantes,  on  peut  conclure  a  fortiori  qu'on  ne  doit  pas  non 
plus  appliquer  le  principe  à  des  cas  où  elle  dépend  des  courbes  gra- 
phiques arbitraires,  ou  d'une  séparation  arbitraire  de  quantités 
réelles  et  imaginaires,  comme  dans  les  exemples  de  M.  Geiser,  ni 
non  plus  à  des  cas  où  elle  dépend  d'une  séparation  arbitraire  de 
droite  et  de  gauche,  d'arcs  convexes  et  concaves,  etc. 

4.  Nous  ajouterons  encore  quelques  remarques  ultérieures  sur 
Vusage  du  principe  de  correspondance .  On  sait  qu'au  moyen  de 
ce  principe  on  peut  déterminer  le  nombre  de  points  d'intersection 
de  deux  courbes  planes  ('),  et  le  nombre  de  ceux  de  trois  sur- 
faces (*),  si  l'on  connaît  le  degré  de  chacune  des  équations  par  rap- 
port à  chacune  des  coordonnées.  En  appliquant  les  mêmes  considé- 
rations à  un  espace  doué  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions, 
on  verra  qu'il  est  possible  de  trouver,  par  le  principe  de  correspon- 
dance, quel  sera  le  degré  d'une  équation  résultant  d'une  élimina- 
tion d'un  nombre  quelconque  de  variables,  par  rapport  à  chacune 
des  variables  qui  y  restent.  Or  la  résolution  algébrique  d'un  pro- 
blème consiste,  en  général,  en  une  série  d'éliminations.  On  voit  donc 
que,  quant  à  la  détermination  du  nombre  de  solutions  d'une  ques- 
tion, on  peut  remplacer  la  recherche  algébrique  par  des  applica- 
tions du  principe  de  correspondance  (  qui  peuvent  se  faire  sans  qu'on 
pense  aux  équations  algébriques  ) . 

L'avantage  de  ce  procédé,  c'est  qu'on  y  fait  abstraction  de  toutes 
les  circonstances  étrangères  à  ce  sevd  but,  de  trouver  le  nombre  de 
solutions,  et  que  la  voie  qui  y  conduit  le  plus  directement  se  pré- 
sente ainsi  plus  facilement. 

La  connaissance  du  nombre  des  solutions  peut  avoir  un  intérêt 
propre  (ordre  ou  classe  d'une  courbe,  etc.)^  mais  elle  est  aussi  es- 
sentielle pour  la  résolution  algébrique  complète  de  la  question  ;  car. 
ayant  trouvé  le  degré  de  l'équation  finale  qui  sert  à  la  résoudre, 
on  connaît  aussi  la  forme  de  cette  équation.  Chaque  équation  nu- 


(')    Voir  la   Communication    de   M.  Chasies,   Comptes   rendus   de    l'Académie  des 
Sciences,  3o  sept.  1872. 

(')  Voir  la  Communication  de  M.  Fonret,  au  Bulletin  de  la  Société  Math.,  1. 1,  p.  122. 
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mérique,  fournie  par  le  principe  de  correspondance,  correspond  à 
une  équation  algébrique  :  l'un  des  membres  de  l'équation  numé- 
rique indique  le  degré  de  l'équation  algébrique,  pendant  que  l'autre 
indique  la  distribution  des  ditlerentes  espèces  de  ses  solutions.  De 
cette  façon,  la  résolution  numérique  par  le  principe  de  correspon- 
dance servira  à  guider  la  résolution  algébrique. 

Considérons,  par  exemple,  la  détermination  par  le  principe  de 
correspondance  du  nombre  V  des  courbes  d'un  système  qui  sont 
tangentes  à  une  droite  donnée,  si  l'on  connaît  le  nombre  ^i  des 
courbes  passant  par  un  point  donné,  les  ordres  b  et  c  des  lieux  des 
points  doubles  et  cuspidaux  de  courbes  du  système,  et  les  nombres 
des  différentes  courbes  du  système,  qui  ont  des  branches  multiples. 
En  désignant  par  n  l'ordre  des  courbes  du  système,  on  trouve 

2  ^.  (  Ai  —  I  )  =  V  4-  2  i  -+-   3  C  -h  ^, 

où  le  premier  membre  indique  l'ordre  de  l'équation  servant  à  dé- 
terminer les  points  d'une  droite  où  deux  points  d'intersection  avec 
une  même  courbe  du  système  coïncident.  Cette  équation  aura  pour 
racines  simples  les  V  abscisses  des  points  de  contact  de  la  droite 
avec  des  courbes  du  système,  pour  racines  doubles  et  triples  les 
abscisses  des  points  d'intersection  avec  les  deux  lieux  de  points  sin- 
guliers, et  S  racines  qui  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection 
avec  les  branches  multiples  de  courbes  du  système  (comptés  d'après 
la  règle  du  n°  2). 

Si  7î  =  2,  on  doit  avoir  b  =  c=  o^  et  S  indique  le  nombre  de 
coniques  infiniment  aplaties  d'un  système,  comptées  d'après  la  règle 
suivante,  qui  n'est  qu'une  transcription  de  celle  du  n"  2  :  Le 
nombre  des  coniques  injiniment  aplaties,  qui  coïncident  as^ec  une 
droite  (D),  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  injini- 
ment petits,  interceptés  sur  ufie  droite  différente  de  (D),  par  les 
coniques  du  système  qui  passent  par  un  point  dont  la  distance  à  la 
droite  (D)  est  injiniment  petite  du  premier  ordre  (*). 

(')  Aî.  Halphen  fait  usage  d'une  autre  règle  {loc.cic,  p.  137). 
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MISE  AU  COKOIRS  POIR  imu  1873  PAR  lA  SOCIÉTÉ  ROYALE  DANOISE 
DES  SCIENCES  ET  DES  LETTRES  DE  COPE.NHAGIE. 

CLASjSE  DES  SCIENCES. 
Question  de  Mathématiq  ues . 

Si  la  théorie  dite  des  caractéristiques  a  surtout  acquis  de  l'im- 
portance dans  son  application  aux  courbes  et  aux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  c'est  en  grande  partie  parce  qu'elles  sont  en  même 
temps  de  la  seconde  classe,  et  parce  que,  en  leur  appliquant  le  prin- 
cipe de  dualité,  on  trouve  ainsi  des  propriétés  de  ces  mêmes  courbes 
et  surfaces.  Or,  comme  la  même  circonstance  se  reproduit  dans 
l'entier  géométrique  (être)  qui  est  formé  par  les  points  et  les  plans 
osculateurs  d'une  courbe  gauche  du  troisième  ordre,  ces  plans 
ayant  pour  enveloppe  une  surface  développable  de  la  troisième 
classe,  il  est  à  supposer  que  la  théorie  des  caractéristiques,  étendue 
aux  formes  dont  il  s'agit,  conduira  à  des  résultats  assez  importants. 
Mais,  en  dehors  de  ces  résultats  immédiats,  une  pareille  recherche 
servira  encore  à  éclaircir  les  principes  qu'on  doit  en  général  suivre 
pour  appliquer  la  théorie  des  caractéristiques  aux  systèmes  des 
êtres  géométriques  formés  par  les  points  et  les  plans  osculateurs  de 
courbes  gauches  quelconques.  En  conséquence,  l'Académie  met  au 
concours  la  question  suivante  : 

Etendre  la  théorie  des  caractéristiques  aux  systèmes  des  êtres 
géométriques  qui  se  composent  des  points  et  des  plans  osculateurs 
de  courbes  gauches  du  troisième  ordre,  et  déterminer  les  caractéris- 
tiques des  systèmes  qui  doivent  être  considérés  comme  élémen- 
taires. 

Les  réponses  à  cette  question  peuvent  être  écrites  en  latin,  en 
français,  en  anglais,  en  allemand,  en  suédois  et  en  danois.  Les 
Mémoires  ne  doivent  pas  porter  le  nom  de  l'auteur,  mais  une 
devise,  et  être  accompagnés  d'un  billet  cacheté  muni  de  la  même 
devise,  et  renfermant  le  nom,  la  profession  et  l'adresse  de  l'auteur. 
Les  Membres  de  l'Académie  qui  demeurent  en  Danemark  ne  pren- 
nent point  part  au  concours.  La  récompense  accordée  pour  une 
réponse  satisfaisante  à  l'une  des  questions  proposées  est  la  médaille 
d'or  de  l'Académie,  d'une  valeur  de  5o  ducats  danois  (45o  fr.). 
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Les  Mémoires  doivent  être  adressés,  avant  la  fin  du  mois  d'oc- 
tobre 18747  su.  Secrétaire  de  la  Société,  M.  le  Conseiller  J .  Japetus 
Sm.  Steenstrup,  professeur  à  l'Université  de  Copenhague. 
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SALMON  (George),  Regius  Professer  of  Divinity  in  the  Univcrsity  of  Dublin.  — 
A  Treatise  on  THE  HiGHER  Plane  Clrves,  intended  as  a  Sequel  to  A  Trent- 
ise  on  Conic  Sections.  Second  Edition.  —  Dublin;  Hodges,  Poster  &  Co.  ; 
1873.  In-8°,  379  p.  Prix  :  12  sh. 

La  première  édition  du  Traité  des  Courbes  planes  de  degré  supé- 
nea/',  publiée  parM.Salmon  en  1 852,  était  depuisloiigtempsépuisée, 
et  cet  excellent  Ouvrage  de  l'illustre  géomètre  anglais  était  devenu 
presque  introuvable.  D'un  autre  côté,  les  progrès  qu'a  faits  dans  ces 
dernières  années  la  théorie  des  courbes  de  degré  supérieur,  les 
notions  nouvelles  que  l'étude  des  fonctions  abéliennes  a  introduites 
en  Géométrie  analytique,  les  développements  considérables  de  la 
théorie  des  transformations  des  figures,  de  celle  des  courbes  du 
troisième  et  du  quatrième  ordre  rendaient  chaque  jour  l'Ouvrage 
de  M.  Salmon  plus  incomplet,  et  en  faisaient  vivement  désirer  une 
nouvelle  édition,  mise  en  harmonie  avec  les  perfectionnements  de 
la  Géométrie  dans  ces  dernières  années.  Nous  devons  donc  nous 
empresser  de  remercier  M.  Salmon,  qui  a  bien  voulu,  avec  l'aide  et 
la  collaboration  de  M.  Cayley,  comme  cela  est  indiqué  dans  la 
Préface,  remanier  entièrement  son  Ouvrage,  supprimer  un  ou  deux 
Chapitres,  en  ajouter  plusieurs  autres,  de  manière  à  ne  passer  sous 
silence  aucune  des  théories  et  des  notions  essentielles  qui  ont  été 
acquises  d'une  manière  définitive  à  la  Science  dans  ces  dernières 
années. 

Le  Chapitre  P""  (dû  à  M.  Cayley)  est  intitulé  :  Coordonnées.  II. 
est  surtout  consacré  à  l'étude  des  coordonnées  trilinéaires,  servant 
à  déterminer  des  points  (ponctuelles)  ou  des  lignes  (tangentielles). 

Le  Chapitre  II  traite  des  Propriétés  générales  des  courbes  algé- 
briques, du  nombre  des  termes  dans  une  équation,  du  tracé  des 
courbes,  des  pôles  et  des  polaires,  de  la  théorie  générale  des  points 
multiples  et  des  tangentes  multiples,  des  polaires  réciproques  et 
des  équations  de  Plûcker.  Il  contient,  comme  du  reste  tous  ceux 
de  l'Ouvrage,  plusieurs  articles  très -intéressants,  qui  ont  été 
ajoutés  sur  les  ditléreuts  sujets. 

Le  Chapitre  III,  qui  constitue  une  division  nouvelle,  réunit,  sous 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron,,  t.  V.  (Novembre  1873.)  i  •^ 
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le  litre  général  à'Ejweloppes,  l'étude  des  enveloppes  proprement 
dites,  des  courbes  polaires  réciproques,  des  développées,  des  caus- 
tiques, des  courbes  parallèles  et  des  podaires  négatives  de 
M.  Koberts. 

Le  Chapitre  IV  [Propriétés  métriques)  traite  des  théorèmes  de 
New^ton  et  de  Carnot,  des  diamètres,  des  foyers  des  courbes  de 
degré  supérieur. 

Les  cubiques  sont  étudiées  dans  le  Chapitre  V.  L'auteur  exa- 
mine l'intersection  d'une  cubique  avec  d'autres  courbes,  les  pôles 
et  polaires,  la  cayleyenne,  la  classification  des  cubiques,  les  cubi- 
ques unicursales,  et  il  termine  par  un  aperçu  assez  étendu  sur 
l'application  de  la  théorie  des  invariants  et  des  covariants  à  l'étude 
de  ces  courbes. 

Le  Chapitre  suivant,  relatif  aux  courbes  du  quatrième  ordre  ou 
quartiques,  est  un  de  ceux  qui  ont  reçu  le  plus  d'additions.  Il 
comprend  l'étude  des  tangentes  doubles,  des  quartiques  à  deux 
points  doubles,  des  quartiques  bicirculaires  (ce  sont  les  courbes 
ayant  pour  points  doubles  les  deux  points  à  l'infini  sur  le  cercle), 
des  quartiques  unicursales.  Le  Chapitre  se  termine  par  quelques 
mots  sur  la  théorie,  malheureusement  peu  avancée,  des  invariants 
et  covariants  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Le  Chapitre  VII  traite  de  quelques  courbes  transcendantes  :  les 
épicycloïdes,  les  roulettes,  la  chaînette,  la  tractoire,  la  dévelop- 
pante de  cercle,  etc. 

Le  Chapitre  VIII,  consacré  aux  transformations  des  courbes,  a 
recules  additions  nécessaires.  L'auteur  étudie  les  transformations 
rationnelles  de  M.  Cremona,  la  transformation  quadrique,  etc. 

L'ancien  Chapitre  VII,  qui  avait  pour  objet  le  Calcul  intégral  et 
ses  applications  à  la  théorie  des  courbes,  a  été  supprimé.  En  re- 
vanche, un  Chapitre  très-intéressant  a  été  ajouté,  qui  traite  des 
tangentes  doubles ,  des  courbes  qu'on  a  appelées  hessienne , 
cayleyenne,  steinérienne,  des  coniques  osculatrices,  etc.  A  propos 
des  systèmes  de  courbes,  l'auteur  dit  quelques  mots  de  la  méthode 
des  caractéristiques  de  M.  Chasles,  des  travaux  de  M.  Zeuthen,  et 
des  courbes  aplaties  [degenerate)  de  M.  Cayley. 

En  résumé,  dans  ce  nouvel  Ouvrage,  M.  Salmon  est  resté  fidèle 
à  la  méthode  qu'il  a  toujours  suivie.  Il  a  su  inspirer  le  goût  des  re- 
cherches, et  donner  une  idée  très-exacte  de  l'état  actuel  de  la  Géo- 
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inétrle  des  courbes  planes.  On  pourrait  peut-être  lui  reprocher  de 
ne  pas  être  assez  complet,  et  de  ne  pas  satisfaire  pleinement  le  goût 
des  géomètres  de  profession  pour  des  reclierches  plus  précises  et 
plus  détaillées-,  mais  le  point  essentiel,  c'est,  en  détîuitive,  d  inté- 
resser et  d'encourager  les  lecteurs  ;  il  nous  a  toujours  paru  qu'il 
valait  mieux  leur  laisser  le  soin  et  surtout  le  désir  de  s'instruire 
d'une  manière  plus  complète,  que  de  les  fatiguer  en  leur  présen- 
tant trop  de  choses  dans  une  première  étude  (*). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

BERICHTE  iJBER  die  Verhandlungen  der  Koniglich  Sachsisciien  Gesell- 
scHAFT  DER  Wissexschaften  zu  Leipzig  ( ").  Mathematlsch-physlsche  Classc. 
—  Leipzig,  HirzeL 

T.  XX;  1868. 

Hansejv  (P. -A.).  —  Exposition  succincte  et  rationnelle  du 
procédé  de  compensation  d' un  réseau  de  triangles,  d'après  le 
Mémoire  intitulé  :  <c  De  la  méthode  des  moindres  carrés,  etc.  », 
en  laissant  de  côté  toutes  les  considérations  accessoires.  (22  p.) 

Dans  un  travail  inséré  dans  les  yihhandlungen  der  K.  Sàchs. 
Gesellschaft,  t.  XIV,  M.  Hansen  a  traité,  au  point  de  vue  général 
et  scientifique,  la  méthode  des  moindres  carrés  et  son  application 
à  la  Géodésie.  Le  procédé  de  compensation  d'un  réseau  de  triangles 
y  a  été  déduit  comme  cas  particulier  d'un  problème  beaucoup  plus 
général,  et  la  solution  de  ce  problème  embrasse  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter  dans  l'emploi  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  Au  moment  où  les  nombreux  travaux  géodésiques  en  cours 
d'exécution  doivent  concourir  pour  former  le  vaste  ensemble  de  la 


(')  La  nouvelle  édition  est  terminée,  comme  l'ancienne,  par  une  Table  très-com- 
plète des  matières  et  des  noms  d'auteurs  par  ordre  alphabétique.  La  Table  ordinaire 
a  été  beaucoup  développée,  et  enfin,  dans  la  Prél'ace,  l'auteur  indique,  d'une  manière 
détaillée,  la  part  qui  revient  à  M.  Cayley. 

(")  Comptes  rendus  des  Actes  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig i 
Classe  mathématicû-physiquCi  Parait  chaque  année  en  trois  fascicules  in-8°. 

i3. 
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mesure  européenne  du  degré,  le  savant  auteur  a  pensé  que  ce  serait 
rendre  un  service  notable  aux  collaborateurs  de  cette  grande 
œuvre  que  de  leur  donner  une  exposition  rationnelle  du  procédé 
de  compensation  d'un  réseau  de  triangles,  considéré  en  soi,  indé- 
pendamment de  toutes  les  reclierclies  qui  s'y  rattachent,  et  de  les 
initier  ainsi  à  la  véritable  pratique  de  cette  méthode,  pour  laquelle 
on  indique  souvent  des  règles  incomplètes  ou  inexactes. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  la  dispariLion  des  radicaux  dans  les 
différentielles .  (3  p.) 

Une  fonction  rationnelle  F  de  x  et  de  \ja  H-  bx'^  peut  se  rame- 

ncr  a  la  iorme  j  [x)  H- ^  —  ,  J,  ©  et  t|^   étant  des  lonc- 

\J  a+  bx- 


tions  rationnelles.  L'intégrale 


/ 


c^{x')dx 
sja  +  bx- 


ex 
par  la  substitution  -- —  =  f,  se  réduit  à  la  forme  rationnelle 

sja  -+-  bx^ 


M 


aP     \       cdt 
^  ^  c'  —  bp)  c'  —  bP 


T.  XXI;  18G9. 

Volkmajxjn  (  A.-W.).  —  Sur  la  mécanique  des  muscles  de  l'œil. 

(42  P-) 

ZoLLNER  (F.).  —  Sur  un  nouveau  spectroscope,  avec  des  consi- 
dérations sur  V analyse  spectrale  des  étoiles.  (12  p.) 

L'étude  spectroscopique  des  étoiles,  considérée  au  point  de  vue 
de  l'altération  que  la  variation  de  distance  du  point  lumineux  doit 
produire  sur  les  phénomènes  lumineux,  exige  des  observations 
d'une  grande  précision.  Pour  atteindre  ce  but,  M.  Zollner  a  in- 
venté l'instrument  auquel  il  donne  le  nom  de  spectroscope  à  ré- 
version, et  dont  il  indique  ici  la  construction  et  l'usage. 

Neumann  (C).  —  Reclierclies  sur  le  mouvement  d' un  système 
de  corps  rigides.  (6  p.) 

Un  corps  solide  étant  animé  à  la  fois  d'un  nombre  quelconque 
de  vitesses  do  tz'anslation  V   et  de  vitesses  angulaires  fi,   on  sait 
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que  son  mouvement  peut  être  représenté  par  une  vitesse  angulaire 
unique  w  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  arbitraire  II,  et  par 
une  vitesse  de  translation  unique  u\e  long  de  cet  axe.  Si  l'on  prend 
pour  II  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  que  Wi,  o),,  Wj  soient  les 
composantes  de  co  suivant  les  trois  axes  principaux  du  corps  par 
rapport  à  ce  point,  la  demi-force  vive  du  corps  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

mc^^  -H  m,  0)]  -+-  triiO^l  -+-  m.,  mI 
2 

77/,  777i,  7722,  '«S  désignant  la  masse  du  corps  et  ses  trois  moments 
d'inertie  principaux.  M.  Neumann  a  présenté  ce  théorème  sous 
une  forme  facilement  applicable  à  un  grand  nombre  de  problèmes 
de  Mécanique,  et  en  particulier  au  pendide  de  Foucault.  De 
l'expression  de  la  force  vive  on  tire,  par  les  formules  de  Hamilton, 
les  équations  différentielles  du  mouvement. 

Hansen  (P. -A.).  —  Réflexions  sur  la  rédaction  des  angles 
d'un  triangle  sphéroïdique  de  côtés  très-petits  aux  angles  d'uïi 
triangle  plan  ou  sphérique  de  mêmes  côtés.  (7  p.) 

Remarques  au  sujet  d'un  Mémoire  de  M.  A^'eingarten,  inséré  au 
n"  1733  des  Astrononiische  Nachricliten.  (Voir  Bulletin,  I,  p.  87.) 

ZôLLNER   (F.).  —  Sur  i observation  des  protubérances.  (4  p., 

ipl-) 

Addition  à  la  Note  précédente  du  même  auteur. 

Nexjmann  (C).  —  Sur  l'énergie  mécaiùque  de  l'acide  sulfu- 
rique.  (8p.) 

Neumann  (C).  —  Sur  le  développement  d' une  fonction  suivant 
les  cai^rés  et  les  produits  des  fonctions  de  Fourier  et  Bessel. 
(36  p.) 

L'auteur  a  établi,  dans  un  opuscule  publié  en  1867  (*),  une 
formule  donnant  le  développement  d'une  fonction  synectique  sui- 
vant les  fonctions  besséliennes  J"  (  ^  )  de  la  variable,  les  coefficients 
de  développement  se  calculant  au  moyen  d'une  certaine  fonction  ra- 


(')   Théorie  der  Bessel' schen  Functionen.  Ein  Analogon  ztir  Théorie  der  Kugelfiinc- 
tionen.  Leipzig;  in-8",  i35  p. 
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tionnelle  et  entière  de  -?  que  M.  Neumann  désigne  par  0"(z). 

L'année  suivante,  M.  E.  Lommel,  dans  un  travail  sur  les  mêmes 
fonctions  (*),  a  considéré  comme  probable  la  possibilité  du  déve- 
loppement d'une  fonction  paire  suivant  les  carrés  des  fonctions  de 
Bessel.  M.  Neumann,  ayant  repris  ses  recherches  sur  ce  sujet,  est 
parvenu  à  établir  cette  possibilité^  il  a  donné  des  formules  pour  le 
calcul  des  coefficients,  et  enfin  il  a  trouvé  un  mode  de  développe- 
ment analogue  pour  les  fonctions  impaires,  procédant  suivant  les 
produits  de  la  forme  J"  (z)  J"+'  [z). 

Neumann  (C).  —  Sur  le  théorème  des  déplacements  virtuels . 
(24  p.)' 

Les  démonstrations  que  l'on  donne  ordinairement  du  théorème 
des  vitesses  virtuelles  ont  été  critiquées  par  divers  géomètres,  entre 
autres  par  Jacobi,  dans  ses  T^orlesungeji  ûber  Dynamik,  et  dans 
les  Leçons,  encore  inédites,  qu'il  a  professées  en  1847- 1848  à  l'Uni- 
versité de  Berlin.  Jacobi,  ainsi  que  Gauss,  est  d'avis]  que]  ce  théo- 
rème doit  être  regardé  comme  un  principe  indémontrable.  M.  Neu- 
mann pense,  malgré  cela,  que  la  démonstration  du  théorème  est 
possible,  en  remplaçant  les  équations  de  liaison  du  système  par  des 
forces  fictives,  qui  maintiennent  le  système  dans  les  limites  pres- 
crites, sans  opposer  aucune  résistance  à  son  mouvement  dans  ces 
limites. 

ZôLLNEK  (F.).  —  Sar  une  nouv>elle méthode  pour  la  mesure  des 
forces  attractives  et  répulsives .  (4  p-) 

T.  XXII;  1870. 

MûLLER  (J.-J.).  —  Sur  les  a^ibrations  élastiques.  (3  p.) 
Note  relative  à  l'élévation  du  ton  par  l'accroissement  de  l'ampli- 
tude des  vibrations  sonores. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  théorie  dupotentiel  logarithmique  et 
du  potentiel  newtonien.  (2  art.,  ensemble  66  p.) 

Sous  ce  titre,  l'auteur  se  propose  de  faire  une  série  de  Commu- 
nications sur  les  importants  problèmes  de  la  représentation  con- 
forme, de  l'état  stationnaire  de  température,  de  l'équilibre  électro- 

(')  Studien  ûber  die  Dessel'schen  Functionen.  Leipzig,  1868;  in-S*',  i35  p. 
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statique  et  électrodynamique,  et  d'exposer  «  certaines  méthodes 
générales,  indépendantes  du  choix  d'un  système  spécial  de  coor- 
données, »  et  au  moyen  desquelles  ces  problèmes  peuvent  se 
résoudre  presque  dans  tous  les  cas,  quelle  que  soit  la  nature  des 
conditions  restrictives  imposées.  Ces  méthodes  sont  importantes, 
non-seulement  parce  que  l'auteur  y  évite  l'emploi  du  principe  de 
Dirichlet,  dont  l'exactitude  est  contestable,  mais  encore  sous  plu- 
sieurs autres  rapports.  Le  premier  article  contient  un  exposé  rapide 
de  ces  méthodes,  dont  les  conséquences  sont  développées  dans  le 
second  article. 

VoLKMANN  (A.-W.).  —  Sur  la  théorie  de  la  force  musculaire. 

(i4p.) 

Hansen  (P. -A.).  —  Détermination  du  centre  de  gravité  d'un 
triangle  sphérique  quelconque.  (24  p.) 

Les  expressions  données  par  l'auteur  pour  la  détermination  du 
centre  de  gravité  d'un  triangle  géodésique  sur  une  surface  quel- 
conque (*)  peuvent  servir  à  la  détermination  analogue  pour  un 
triangle  sphérique.  Les  intégrations,  qui,  dans  le  cas  général, 
avaient  été  effectuées  au  moyen  d'un  développement  en  séries, 
poussé  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre,  peuvent,  pour  la 
sphère,  s'obtenir  simplement  sous  forme  finie. 

Baltzer  (R)-  —  Sur  les  hypothèses  de  la  théorie  des  paral- 
lèles. (2  p.) 

Examen  de  diverses  hypothèses  qui  peuvent  remplacer  l'axiome  XI 
d'Euclide,  comme  fondement  de  la  théorie  des  parallèles. 

Baltzeu  (H.).  —  Sur  l'expression  d'un  tétraèdre  au  moyen 
des  coordonnées  des  sommets.  (2p.) 

ZôLLNEK  (F.).  —  Sur  la  température  et  la  constitution  phy- 
sique du  Soleil.  (21p.,  I  pi-) 

Hansen  (P. -A.).  —  Description  d'un  support  de  lunette,  com- 
muniquant à  la  lunette  dirigée  par  rapport  à  l'horizon  un  mou- 
uemejit  parallactique,  avec  la  détermination  de  l'angle  de  posi- 
tion désigné  par  6.  (3op.,  i  pi.) 

(')  Supplément  zu  den  «  Geodàtischen  Untersuchiingen  »,  u.  s.  w. 
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ZoLLNER  (F.).  —  De  l'influence  de  la  densité  et  de  la  tempé- 
j-ature  sur  les  spectres  des  gaz  incandescents.  (21  p.) 

ZoLLNER  (F.).  —  Sur  le  spectre  de  l'aurore  boréale.  (7  p.) 
Outre   la  raie  observée,    dans  la  partie  verte  du  spectre,  par 
Ângstrôm,  M.  Zollner  a  reconnu,  dans  la  partie  rouge,  une  nou- 
velle raie,   que  l'on  obtenait  en  observant  les  parties  du  ciel  qui 
paraissaient  à  l'œil  nu  fortement  colorées  en  rouge. 

MCller  ( J.-J.).  —  Sur  une  noui^elle  démonstration  de  la  pro- 
position fondamentale  de  la  psjclw physique.  (10  p.) 

Proportionnalité  delà  sensation  au logaritlime  de  l'excitation. 

ZôLLTsER  (F.).  —  Sur  la  périodicité  et  V  étendue  hélio  graphique 
des  taches  solaires .  (  1 3  p .  ) 

Voici  les  conclusions  de  l'auteur  : 

«  Les  taches  solaires  sont  des  produits  scoriformes  du  refroidis- 
sement résultant  du  rayonnement  calorifique  à  la  surface  fluide 
incandescente  du  Soleil,  produits  qui  se  dissolvent  de  nouveau  par 
suite  des  perturbations  d'équilibre  causées  dans  l'atmosphère  par 
leur  présence  même.  Si  ces  perturbations  ne  sont  pas  seulement 
locales,  mais  qu'elles  aient  une  plus  grande  étendue,  alors,  aux 
époques  de  ces  mouvements  atmosphériques  généraux,  la  formation 
de  nouvelles  taches  est  peu  favorisée,  parce  que  dans  ce  cas  la 
surface  ne  se  trouve  pas  dans  les  conditions  essentielles  pour  un 
fort  abaissement  de  température  par  le  rayonnement,  conditions 
qui  sont  la  tranquillité  et  la  limpidité  de  l'atmosphère.  Ce  n'est 
que  lorsque  celle-ci,  après  la  dissolution  des  taches,  est  revenue  peu 
à  peu  au  repos,  que  recommence  une  nouvelle  formation  de  taches, 
qui  prend  ainsi  un  caractère  périodique,  résultant  de  ce  qu'e/z 
moyenne  on  peut,  pendant  une  longue  période,  considérer  comme 
constant  l'état  moyen  de  la  surface  du  Soleil.  La  distribution  des 
taches  sur  cette  surface  doit  dépendre,  suivant  celte  théorie,  des 
zones  de  plus  grande  transparence  de  l'atmosphère,  lesquelles, 
comme  on  l'a  fait  voir,  coïncident  généralement  avec  les  zones  de 
plus  grande  fréquence  des  taches.  » 

T.  XXIII;  1871. 
HÀnsek  (P. -A.).  —  Sur  la  détermination  de  la  figure  de  la 
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Lime,  à  propos  des  assertions  de  MM.  Newcomb  et  Delaunaj . 
(12  p.) 

M.  Hanscii  combat  les  objections  que  ces  deux  astronomes  ont 
cru  devoir  faire  aux  conclusions  du  Mémoire  (*)  dans  lequel  il  a 
établi  la  non-coïncidence  du  centre  de  figure  de  la  Lune  avec  son 
centre  de  gravité. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  les  théorèmes  stéréométriqueSf  ana- 
logues au  théorème  de  Fagnano.  (6p-) 

En  traitant  des  questions  relatives  à  l'aire  de  l'ellipsoïde  ('), 
Legendre  a  reculé  devant  l'emploi  des  coordonnées  rectangulaires, 
qui  auraient  introduit,  dès  la  première  intégration,  un  arc  d'el- 
lipse. Toutefois,  si  l'on  effectue  les  calculs  et  qu'on  fasse  usage  du 
théorème  d'addition  pour  les  intégrales  elliptiques  de  seconde 
espèce,  on  parvient  à  ce  résultat,  qu'au  théorème  de  Fagnano  sur 
les  arcs  d'ellipse  correspond  une  infinité  de  théorèmes  analogues 
pour  l'ellipsoïde. 

MûLLER  (  J.- J.) .  —  Obseri^ations  sur  V interférence  de  la  lumière 
pour  de  grandes  différences  de  marche.  (6  p.) 

Drobisch  (M.-W.).  —  Sur  les  ^valeurs  moyennes  et  leur  appli- 
cation au  calcul  de  la  hausse  et  de  la  baisse  des  prix.  (24  p.) 

ZôLLNER  (F.).  * —  Sur  la  loi  de  la  rotation  du  Soleil  et  des 
grosses  planètes.  (6a  p.) 

L'auteur  termine  son  travail  en  formulant  les  lois  suivantes  : 

1°  La  direction  moj^enne  de  toutes  les  formes  de  stratification 
doit  être,  en  général,  parallèle  àl'équateur. 

2°  La  formation  des  couches  doit  diminuer  pour  des  latitudes 
géographiques  et  des  profondeurs  croissantes,  et  disparaître  entiè- 
rement dans  les  régions  polaires  et  à  de  grandes  profondeurs. 

3°  L'épaisseur  des  couches  doit  croître  avec  la  latitude  géogra- 
phique et  la  profondeur. 

4°  La  largeur  des  bandes  dans  une  même  couche  doit  atteindre 
son  minimum  à  une  distance  d'environ  4^  degrés  de  l'équateur . 

5°  La  direction  moyenne  de  la  structure  paiallèle  d'un  grand 


(')  Sur  la  figure  de  la  Lune  {Memoirs  of  the  R.  Astron.  Soc.  of  London,  vol. XXIV). 
(-)   Traité  des  Fonctions  elliptiques,  t.  1,  p.  35o. 
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nombre  de  roches  doit  coïncider  avec  le  plan  d'un  parallèle  géo- 
graphique. 

MiJLLER  (  J.-J.).  —  Sur  la  perception  du  son.  (lo  p.) 

MûLLER  (J.-J.).  —  Sur  Vinflue7icc  de  la  rotation  des  jeux  sur 
la  perception  de  la  profondeur .  (lo  p.) 

ZôLLNER  (F.).  —  Sur  la  stabilité  des  niasses  cosmiques.  (84  p.) 

VoGEL  (H.-C).  —  Recherches  sur  le  spectre  de  l'aurore  bo- 
réale. (i5  p.,  I  pi.) 

La  conclusion  que  l'auteur  considère  provisoirement  comme  la 
plus  probable  est  que  le  spectre  de  l'aurore  boréale  n'est  autre 
chose  qu'une  modification  du  spectre  de  l'atmosphère  \  on  sait,  en 
effet,  que  les  spectres  des  gaz  peuvent  varier  avec  la  température  et 
la  pression,  et  les  observations  du  spectre  de  l'aurore  boréale 
donnent  des  résultats  qui  ne  s'écartent  pas  du  spectre  atmosphé- 
rique, au  delà  des  variations  possibles  de  ce  dernier. 

ZôLLNEu  (F.).  —  Sur  V observation  spectroscopique  de  la  rota- 
tion du  Soleil,  et  sur  un  nouveau  spectroscope  à  réversioii.  (7p.) 

ZôLLNER  (F.).  —  Sur  l'aurore  boréale,  dans  ses  rapports  avec 
la  formation  des  nuages.  (4  P-) 

WiEDEMANN  (G.)  ct  RûHLMANN  (R-)-  —  Sur  le  passage  de  l'é- 
lectricité à  travers  les  gaz.  (53  p.,  2  pi.) 

Neumann  (C).  —  Recherches  électrodjnamiques,  concernant 
principalement  le  principe  de  l' énergie.  [6^  p.) 

NeumAnn  (C.  ).  —  Sur  les  prémisses  introduites  par  Helmholtz.^ 
dans  la  théorie  des  phénomènes  électriques,  relativement,  surtout, 
au  principe  de  l'énergie.  (29  p.  ) 

ZôLLNER  (F.).  —  Sur  l'origine  du  magnétisme  terrestre,  et  sur 
les  relations  magnétiques  des  corps  célestes.  (97  p.,  i  pi.) 

Vogel  (H.-C).  —  Résultats  des  études  spectroscopiques  faites 
sur  les  astres.  —  Observations  des  comètes  d'Encke  et  de  Tuttle. 
(17  p.,  I  pi.) 
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VIERTEUAHRSSCHRIFT  der  Naturforschenden  Gesellsciiaft  in  Zurich  ('). 

X VIP  Année;  1871. 

CuLMANN  (K.).  —  Les  entonnoirs  de  mines.  (i3  p.) 
On  répète,  dans  la  plupart  des  Traités,  que  l'entonnoir  formé  par 
l'explosion  d'une  mine  a  la  forme  d'un  paraboloïde  de  révolution, 
dont  le  foyer  est  la  place  qu'occupait  la  mine  elle-même.  Dans 
les  divers  entonnoirs  qu'a  visités  l'auteur,  il  ne  lui  a  pas  été 
possible  de  reconnaître  la  moindre  ressemblance  avec  un  parabo- 
loïde ^  car,  dans  ce  cas,  il  ne  resterait  plus  de  trace  des  trous  de 
mine,  tandis  qu'au  contraire  on  en  aperçoit  toujours.  En  outre,  la 
courbe  méridienne  de  l'entonnoir  est  convexe  au  lieu  d'être  con- 
cave. L'objet  de  la  présente  Note  est  la  détermination  de  cette 
courbe,  qui  est  une  logarithmique. 

Hemming  (J.-J.).  —  Transformation  des  coordonnées  projec- 
tii^es.  (8p.) 

1 .  Transformation  dans  le  plan  (le  faisceau).  —  2.  Transforma- 
tion dans  l'espace.  —  3.  Transformation  pour  un  système  de  rayons 
dans  l'espace. 

WoLF  (R).  —  Sur  l'histoire  du  niveau  à  huile  d'air. 
Y oir  Bulletin,  t.  II,  p.  i47- 

WoLF  (R.).  —  Notices  sur  l'histoire  scientifique  de  la  Suisse. 
(4  art.,  70  p.) 

Suite  de  la  publication  des  Lettres  du  baron  de  Zacli. 

WoLF  (R.).  —  Observations  des  taches  du  Soleil,  dans  l'année 
1870,  avec  le  calcul  des  nombres  relatifs  et  des  variations  pour 
cette  année.  Période  des  taches  dans  l'intervalle  des  années  1784 
et  1 8 1 1 ,  et  comparaison  avec  un  Mémoire  du  professeur  Loomis, 
à  New-Î  orh.  Suite  de  l'historique  de  la  question  des  taches  so- 
laires. (3i  p.) 

Weber  (H.).  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  de  la  Chaleur. 

(9P-) 

Déterminer  la  température  qui  s'établit  à  la  surface  de  séparation 

(')  y o\v Bulletin,  t.  IV,  p.  5o. 
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de  deux  métaux,  peu  de  temps  après  le  contact,  lorsque  ces  deux 
métaux  ont,  au  moment  du  contact,  des  températures  différentes. 

ScHivEEBELi  (H.).  — Déteniiination,  par  la  voie  chimique,  de 
la  composante  horizontale  du  magnétisme  tei^restre.  (3  p.) 

L'intensité  électrodynamique  est  mesurée  cliimiquemcnt  par  la 
quantité  d'eau  décomposée,  ou  le  volume  de  gaz  explosible  pro- 
duit. 

ScHNEEBELi  (H.).  —  Phétioîuènes  thermiques  dans  une  colomie 
d'air  résonnante.  (2p.) 

Amstein  (H.)-  — Sur  la  représentation  conforme  de  la  surface 
d'wi  octaèdre  régulier  sur  la  surface  d'une  sphère.  (45  p.  ) 

La  première  Partie  de  ce  travail  contient  un  aperçu  historique 
de  la  question  de  la  représentation,  pour  marquer  plus  nettement 
la  place  qu'occupe,  parmi  les  problèmes  de  représentation  conforme, 
celui  qui  est  indiqué  dans  le  titre  du  Mémoire.  Le  sujet  de  la  se- 
conde Partie  est  la  solution  de  ce  problème,  obtenue  à  l'aide  des 
fonctions  elliptiques. 

WoLF  (K.)-  —  Comparaison  des  lojigitudes  de  Rigi-Zurich- 
Neuchâtel,  et  longitude  de  Zurich,  qui  en  résulte.  Comparaison 
de  divers  baromètres  à  mercure  et  d'un  baromètre  anéroïde  de 
Goldschmid.  Recherches  de  Weilermann  sur  les  relations  entre 
l'état  barométrique ,  la  température  et  V altitude  dans  l'atmo- 
sphère. Catalogue  des  ijistruments ,  appareils  et  autres  collections 
de  V  Observatoire  de  Zurich.  (67  p.) 


BULLETIN  DE  LA  Société  de  Statistique,  des  Sciences  naturelles  et  des 
Arts  industriels  du  département  de  l'Isère.  —Grenoble  ('). 

3"  Série,  t.  I;  18G9. 

Breton  (Pb-)-  —  Table  des  inverses  des  nombres  entiers  depuis 
\  jusqu'à  1000,  calculée  avec  5  décimales  exactes.  (8p.) 

On  a  déjà  construit  plusieurs  Tables  analogues,  notamment  celles 

(*)  Paraît  par  volume  ou  demi-volume  grand  in-8". 
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qui  ont  été  publiées  en  1860,  par  M.  Picarte  (*),  et  qui  donnent, 
avec  II  décimales,  les  inverses  des  10  000  premiers  nombres,  ainsi 
que  les  9  premiers  multiples  de  ces  inverses.  L'utilité  pratique 
d'une  Table  aussi  étendue  ne  nous  a  pas  paru,  jusqu'ici,  en  rapport 
avec  les  frais  de  publication  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  d'une 
Table  abrégée,  comme  celle  de  M.  Breton,  qui  tient  dans  deux 
pages,  et  qui  peut  rendre  de  grands  services  aux  physiciens,  par 
exemple,  pour  le  calcul  des  foyers  des  lentilles, 

Faure  (H.).  —  Transformation  des  propriétés  métriques  des 
figures  à  l'aide  de  l'homologie.  [i^^  art.  j  10  p.,  i  pi.) 

Breton  (Pb.).  —  Sur  les  triangles  aux  côtés  entiers  et  à  l'aire 
entière.  (26  p.) 

L'auteur  divise  son  travail  en  deux  Parties.  Dans  la  première,  il 
résume  les  propriétés  générales  des  triangles  rectangles  dont  les 
côtés  et  l'aire  sont  représentés  par  des  nombres  entiers.  Dans  la 
seconde,  il  en  déduit  les  propriétés  des  triangles  obliquangles  en- 
tiers, qui  sont  décomposables  en  deux  triangles  rectangles  entiers. 

T.  II;  1870-1871. 

Breton  (Pb-)-  —  Propagation  des  ondes  dans  un  milieu  varié 
continûment.  (aS  p.,  i  pi.) 

Les  rayons  rectllignes  suivant  lesquels  le  mouvement  se  propage 
dans  un  milieu  bomogène  sont  remplacés,  dans  le  cas  d'un  milieu 
non  homogène,  par  des  rayons  courbes,  dont  la  considération  est 
utile,  lorsqu'on  veut  trouver  la  forme  de  l'onde  convenant  à  un  mi- 
lieu de  constitution  donnée,  ou  étudier  la  constitution  du  milieu 
d'après  la  forme  de  l'onde  supposée  connue.  L'auteur  se  propose, 
dans  ce  Mémoire,  d'établir  rigoureusement  les  lois  qui  déterminent 
le  plan  osculateur  d'un  rayon  courbe  et  son  rayon  de  courbure  en 
chaque  point,  quand  la  distribution  des  vitesses  dans  le  milieu  est 
donnée. 

Falre  (H.).  —  De  la  double  projection.  (9  p.) 
L.-L   Magnus  a  proposé  une  méthode  analytique,   à  l'aide  de 
laquelle  on  transforme  une  courbe  en  une  conique,  et  plus  généra- 


(')  Zd  division  réduite  à  une  addition;  jjar  Ramon  Picarte.  Paris,  Mallel-Bachelier 
(1800).  I  vol.  grand  in-4"  (xiv-io4  p.). 


2o6  BULLETIN  DES  SCIENCES 

lement  une  courbe  de  l'ordre  m  en  une  courbe  de  l'ordre  2m, 
MM.  Transon  et  Hirst  ont  fait  connaître  des  procédés  géométriques 
pour  réaliser  cette  transformation.  L'auteur  de  la  présente  Note  a 
pour  but  d'ajouter  une  nouvelle  méthode  géométrique  à  celles  que 
l'on  vient  d'indiquer. 

Breton  (Pb-)-  —  Note  sur  les  observations  d' étoiles  Jîlantes  de 
novembre  1869,  à  Grenoble.  (10  p.) 

Faure   (H.).  —  Transformation  des  propriétés  métriques  des 
figures  à  l'aide  de  l'homologie.  (2^  art.,  i5  p.) 


MÉLANGES. 
SUR  LES  TRANSFORMATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  FIGURES  PLANES; 

D'après  les  Mémoires  publiés  par  M.  Cremona  et  des  Notes  inédites. 

1 .  Je  considère  deux  plans  P,  P'  dont  les  points  se  correspon- 
dent d'après  la  loi  suivante  :  à  un  point  quelconque  (xj,  Xa,  x^) 
de  P  correspond,  en  général,  un  seul  point  bien  déterminé 
(x',,  Xj,  x\)  de  P',  et,  réciproquement,  à  un  point  quelconque  x' 
correspond  un  seul  point  bien  déterminé  x.  En  outre,  quand  le 
point  X  parcourt  une  droite  dans  P,  le  point  correspondant  x'  dé- 
crit toujours  une  courbe  algébrique  9'  d'ordre  n  dans  P'. 

Cette  bypotlièse  revient  à  établir,  entre  les  coordonnées  liomo- 
gènes  (xi,X2,  X3),  (x',,x',,  x'3)  de  deux  points  correspondants 
quelconques  des  deux  plans,  les  relations 

(i)  xr.  x,\  ^3=9'i  •  9'^  •  93' 

où  les  ©'  sont  des  fonctions  homogènes  entières  des  x'  de  degré  «, 
et  telles  que  des  relations  (i)  on  puisse  déduire  les  formules  in- 
verses 

(2)  ^',  :  :c',  :  ^'3  =  9i  •  ?^  •  ?3, 

où  les  cj>  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  des  x. 
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2.  Deux  droites 

A,:r,  +  hiXi-h  fhXs  =:  o, 
/r,^,  H-  liiX2+  h'zXi  =  o 

du  plan  P  ont  un  seul  point  commun  j  donc,  parmi  les  points  com- 
muns aux  courbes 

/h  9',  +  hi(f>\  +  /<39'j  =  o, 
kx  9',  +  ki  9'j  +  /l'a  9*3  =  o> 

un  seul  dépendra  des  valeurs  des  h  et  des  /f  j  tous  les  autres,  qui 
sont  équivalents  à  n^ —  i  intersections,  étant  indépendants  des  h  et 
des  kj  seront  communs  à  toutes  les  courbes  cj>'.  Comme  un  point 
l'-ple  équivaut  à  r  intersections  simples,  il  résulte  de  là  que,  si  les 
courbes  cj»'  ont  a'^  points  l'-ples,  on  aura 


(3)  ^/^a;  =  /r 


Une  droite  dans  le  plan  P  est  déterminée  par  deux  points  ;  les  deux 
points  correspondants  dans  P'  suffiront  donc  pour  déterminer  la 
courbe  correspondante  c^'.  Donc  les  cj-'  forment  un  système  dou- 
blement infini  de  courbes  tel  qu'une  seule  d'entre  elles  passe  par 
deux  points  donnés  arbitrairement^  cela  revient  à  dire  que  les  cj»' 
forment  un  réseau  géométrique  d'ordre  /z. 

J'appellerai  point  fondamental  i-ple  (ou  d'ordre  i)  du  plan  P' 
tout  point  par  lequel  cliacune  des  coui^bes  cj*'  passe  i  fois. 

3.  Une  courbe  quelconque  cj-'  correspond,  point  par  point,  à 
une  droite  \  car,  si  le  point  x  parcourt  une  droite,  un  point  x'  de 
9' correspond  à  cliacune  de  ses  positions  5  et,  réciproquement,  à 
tout  point  x'  de  9'  correspond  un  point  x  de  la  droite.  Donc  9'  est 
une  courbe  rationnelle  [iinicursale  suivant  Cayley)  ou  bien  du 
genre  zéro;  en  d'autres  termes,  ses  points  multiples  équivalent  au 
nombre  maximum  \{n  —  \)[n  —  2)  de  points  doubles  que  puisse 
avoir  une  courbe  d'ordie  n. 

4.  Si  le  point  x'  se  meut  (dans  le  plan  P')  en  décrivant  une 
droite  /',  de  quel  ordre  sera  la  courbe  9,  lieu  du  point  x  correspon- 
dant (dans  P)?  Une  courbe  quelconque  9' renferme  n  positions  de 
x'\  donc  la  droite  p^  qui  correspond,  dans  P,  à  la  courbe  9',  ren- 
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fermera  les  n  positions  correspondantes  de  x.  Le  lieu  du  point  x 
est  donc  une  courbe  ©  d'ordre  ;z,  et  à  une  droite  quelconque  du  plan 
P'  correspond  une  courbe  d'ordre  n  dans  P.  Cela  revient  à  dire  que 
dans  les  formules  (2)  les  fonctions  y  sont  de  degré  «,  comme  les 
fonctions  ^'  dans  les  formules  (i). 

En  répétant  pour  les  (^  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  ç',  nous 
verrons  que  les  (j)  sont  des  courbes  rationnelles  qui  forment  un 
réseau  géométrique  d'ordre  n  5  et,  si  l'on  désigne  par  a,  le  nombre 
des  points  fondamentaux  d'ordre  i  du  plan  P,  c'est-à-dire,  le 
nombre  des  points  qui  sont  i-ples  pour  toutes  les  courbes  (j),  nous 

aurons 

j=«— I 

La  correspondance  que  nous  avons  supposée  entre  les  points  des 
deux  plans  constitue  une  transformation  hlrationnelle  de  degré  n. 

5.  Soient  y  un  point  fondamental  i-ple  du  plan  P',  p  une  droite 
du  plan  P,  et  ©'  la  courbe  correspondant  à  p  dans  P'.  Si  nous  fai- 
sons tourner  une  droite  /'autour  àc  f  dans  P',  elle  déterminera 
dans  chacune  de  ses  positions  n — i  points  variables  de  cj-'^  les  i 
autres  intersections  sont  fixes  et  réunies  en  /'.  La  courbe  variable  cp 
qui  correspond  à  /'  coupera  donc  la  droite  p  en  n  points,  dont  n  —  i 
seulement  varieront  avec  cf.  Donc  ces  courbes  ({>  se  composent 
chacune  d'une  courbe  iixe  ^  d'ordre  i  et  d'une  courbe  variable  K 
d'ordre  n  —  i.  Les  points  de  la  courbe  fixe  4>  correspondent  tous 
au  point  fondamental  /*',  et  au  faisceau  de  droites  menées  par/'/ 
correspond  dans  P  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  n  —  /,  et  chacune 
de  ces  courbes  px^ise  avec  la  courbe  <^  donne  une  courbe  ip. 

La  courbe  fixe  <î>  d'ordre  i  qui  correspond  au  point  fondamental 
f  d'ordre  /  est  nommée  courbe  fondamentale  d'ordre  i  du  plan  P. 

De  même,  à  tout  point  fondamental  f^  i-ple,  du  plan  P  corres- 
pond dans  P'  une  courbe  fondamentale  ^'  d'ordre  i,  c'est-à- 
dire  qu'à  chacune  des  positions  d'une  droite  tournant  autour  de  y 
dans  P  correspondra  dans  P'  une  ligne  composée  d'une  courbe 
variable  d'ordre  n —  i  et  d'une  courbe  fixe  ^'  d'ordre  i. 

On  obtient  ainsi,  dans  chacun  des  deux  plans,  un  système  de 
courbes  fondamentales  qui  correspondent  aux  points  fondamentaux 
de  l'autre. 
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Les  points  fondamentaux  sont  donc  les  seuls  qui  fassent  excep- 
tion à  la  règle  générale,  que,  à  un  point  quelconque  de  l'un  des 
plans,  correspond  dans  l'autre  un  seul  point  bien  déterminé. 

A  proprement  parler,  les  points  de  ^  correspondent  un  à  un  aux 
points  de  P'  infiniment  voisins  àef.  Les  i  intersections  de  ^  avec 
une  droite  p  correspondent  aux  i  branches  de  la  courbe  (^'  corres- 
pondant à  p,  qui  passent  par  /'.  Si  la  droite  p  tourne  autour  d'un 
point  a  de  4>,  la  tangente  à  l'une  des  branches  de  ^'  restera  fixe  ^ 
c'est  la  tangente  dont  la  direction  est  déterminée  par  le  point  a' 
infiniment  voisin  de  f  et  correspondant  à  a.  De  ce  que  les  points 
de  <î>  et  les  directions  issues  àe  f  se  correspondent  un  à  un,  il 
résulte  que  0  est  une  courbe  rationnelle. 

La  courbe  K  d'ordre  Ji  —  i  est  aussi  rationnelle,  car  elle  corres- 
pond, point  par  point,  à  une  droite  /'. 

Les  courbes  ^  et  K  ont  un  seul  point  commun,  en  dehors  des 
points  fondamentaux,  car  la  droite  /'  correspondant  à  K  a  un  seul 
point  infiniment  voisin  def. 

Toutes  les  courbes  ip  du  réseau  P  qui  passent  par  un  point  a  non 
fondamental  forment  un  faisceau  auquel  correspond,  dans  P',  un 
faisceau  de  droites  passant  par  «',  et  réciproquement. 

6.  Soient  f  un  point  fondamental  d'ordre  i  du  plan  P,  ^'  la 
courbe  fondamentale  correspondante,  J^  un  second  point  fonda- 
mental de  P,  0',  la  courbe  fondamentale  correspondante.  Un  point 
quelconque  de  4>'  correspond  à  y,  un  point  quelconque  de  <î>',  cor- 
respond à  fi  5  donc  un  point  commun  à  ^'  et  à  ^\  correspond  en 
même  temps  càyet  à/*i,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ce  point  est 
un  point  fondamental.  Donc  les  points  d'intersection  des  courbes 
fondamentales  d'un  plan  sont  des  points  fondamentaux  de  ce  plan, 
et  réciproquement  5  donc  les  points  fondamentaux  d'un  plan  sont 
tous  des  intersections  des  courbes  fondamentales  de  ce  plan. 

7.  Si  une  courbe  ip  se  décompose  en  deux  courbes,  l'une  de 
celles-ci  est  nécessairement  une  courbe  fondamentale. 

En  effet,  imaginons  que  le  point  x'  parcoure  d'un  mouvement 
continu  la  droite  p'  correspondant  à  o;  le  mouvement  du  point 
correspondant  x  doit  aussi  être  continu,  et,  par  suite,  ce  point  par- 
courra une  seule  des  courbes  partielles.  L'autre  courbe  correspondra 
donc  à  un  point  singidier  de  /?',  c'est-à-dire  à  un  point  fonda- 
mental de  P'.  Donc,  si  une  courbe  cj)  se  décompose  en  deux  courbes 

Bull,  des  Sciences  mathéiii.  et  astron.,  t.  V.  (Novembre  1873.)  l4 
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d'ordre  inférieur,  la  droite  correspondante  p'  passe  par  un  point 
fondamental  de  P'. 

8.  Considérons  maintenant  un  point  x'  non  fondamental  de 
P',  et  deux  courbes  cp'  qui  passent  par  ce  point,  l'une  d'elles  au 
moins  ne  se  décomposant  pas  en  courbes  d'ordres  inférieurs. 
Comme  les  points  fondamentaux  de  P'  représentent  Ji^ — i  inter- 
sections des  deux  courbes  cj/',  et  comme  deux  lignes  d'ordre  /z,  qui 
n'ont  pas  en  commun  une  courbe  partielle,  ne  peuvent  se  couper 
en  plus  de  n^  points,  il  s'ensuit  que  le  point  x'  sera  une  intersection 
simple  pour  les  deux  courbes  g)',  ou  bien  qu'il  ne  peut  être  un  point 
multiple  ni  pour  l'une  ni  pour  l'autre  de  ces  courbes. 

Donc  les  courbes  ç'  ne  peuvent  avoir  de  points  multiples  en 
dehors  des  points  fondamentaux  de  leur  plan.  Si  l'on  se  rappelle 
que  le  genre  d'une  courbe  d'ordre  n  douée  de  a\  points  i-ples  est 

i  =  n~l 

-[il  —  i)  (/i  —  2)  —  \  ~i  [l  —  i)  a'j ,  et  que  les  courbes  ç'  sont  des 

i  =  l 

courbes  rationnelles,  on  voit  que  l'on  a 

i  =  n~l 

(4)  ^  U[i-i)cc'i=^-[n-i)[n-o.). 

i  =  \ 

On  a  de  même,  pour  les  courbes  Cj)  du  plan  P, 

i  —  n  —  i 

(4)'  ^  i/(,-_,)a,=  ^(n-i)(n-2.). 

i  =  l 

En  retranchant  de  l'équation  (3)  le  double  de  l'équation  (4),  on  a 

(5)  \  /a;  =  3(/i  — 1), 

i  =  l 

et,  en  combinant  (3)'  avec  (4)', 

i  =  n  —  1 

(5)'  Siai=^n  —  l), 

i  —  i 

9.  Les  courbes  y' doivent  donc  satisfaire  aux  deux  conditions  (3) 
et  (4)5  ou  (3)  et  (5).  Réciproquement,  on  peut  démontrer  que  ces 
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conditions  sont  suffisantes  pour  déterminer  une  transformation 
birationnelle  du  degré  n  entre  deux  plans  P  et  P'.  En  effet,  suppo- 
sons que  l'on  ait  dans  P'  trois  courbes  o',  =  o,  (p'^  =  o,  ô^  =  o, 
d'ordre  n  et  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau,  qui  satisfassent 
à  ces  conditions.  Elles  déterminent  un  réseau  dont  une  courbe 
quelconque  a  pour  équation 

A, 9,  -f-  /ijo'j  H-  As 93  =  o. 

Faisons  correspondre  les  courbes  de  ce  réseau  aux  droites  du  plan 
P,  de  manière  qu'à  la  courbe  générique  ci-dessus  corresponde  la 
droite 

/ii^r,  -t-  hiXi  4-  li^Xi=^  o. 

Alors,  au  point  x,  commun  aux  deux  droites 

IliX^  H-  Aj^TjH-  hiX-=:  o,       li\X^  -h  h\X2-\-  h\Xi=^  O, 

correspondra  le  point  x'^  commun  aux  deux  courbes 

h, o\  +  /h cp'î  -1-  fh o\  =  o,     /(-, 9,  +  h\ cp'j  -+-  ki o'j  =  o, 

qui,  seul,  dépend  des  valeurs  des  h  et  des  k.  Ce  point  est  unique 
et  bien  déterminé  en  vertu  des  conditions  ci-dessus. 

10.  Un  faisceau  de  droites  du  plan  P',  qui  passent  par  un  point 
quelconque  donné,  contient  a\  rayons  dirigés  vers  les  points  fonda- 
mentaux i'-ples^  donc  le  faisceau  de  courbes  correspondantes  du 
réseau  P  contiendra  (x\  courbes,  dont  chacune  est  composée  d'une 
courbe  principale  <î>  d'ordre  i,  et  de  la  courbe  k  d'ordre  n  —  f ,  qui 
correspond  au  rayon  considéré  (').  Si  nous  voulons  calculer  les 
points  doubles  du  faisceau,  il  faut  observer  qu'un  point  i-ple,  com- 
mun à  toutes  les  courbes  du  faisceau,  compte  pour  (i  —  i)  (3i  H-  i) 
points  doubles  5  donc  tous  les  points  fondamentaux  du  plan  P  équi- 


(' )  A  une  droite  passant  par  deux  points  fondamentaux  d'ordres  i  et  /  correspond  une 
courbe  d'ordre  n,  qui  se  décompose  en  une  courbe  fondamentale  d'ordre  /,  une  courbe 
fondamentale  d'ordre  y  et  une  courbe  d'ordre  n  —  i — j.  On  a  toujours  n^i-i-j.  Si 
n=  i-i-j,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fondamentaux  est  elle-même  une  ligne 
fondamentale. 

En  général,  si  la  courbe  d'ordre  m/i  qui  correspond  à  une  courbe  d'ordre  n  passe 
r  fois  par  un  point  fondamental  /-pie,  elle  contiendra  r  fois  la  courbe  fondamentale 
d'ordre  i  qui  correspond  à  ce  point;  etc. 

14. 
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t  =  n  -  1 


valent  ensemble  à  \  {i  —  i  )  (  3  /  -H  i)  a,-    points    doubles.    A    ce 

i  —  l 

nombre  il  faut  ajouter  autant  de  points  doubles  qu'il  y  a  de  courbes 
composées  (car  les  courbes  composantes  de  cbaque  courbe  com- 
posée ont  un  point  simple  commun  en  deliors  des  points  fonda- 
mentaux), c'est-à-dire  autant  qu'il  y  a  de  points  fondamentaux  du 

i  =  «  —  1 

plan  P'  ou  \  a]  .   D'ailleurs,  le  nombre  total  des  points  doubles 

i  —  l 

d'un  faisceau  d'ordre  «  est  3  [71  —  i)^-,  nous  aurons  donc 

i^n  —  1  i  =  n  —  I 

V(/  — i)(3/ +  i)aH-'yat=3(/i  — i)^ 

£  =  1  1  =  1 

D'après  les  équations  (3)'  et  (5)', 

iz:zn  —  1  i=zn  —  1 

y  {i  —  I  )  (  3  ?"  +  I  )  a/  =:  3  (  «  —  I  )  •  —  \  a,-; 


i  =  n— 1         1;=;;  —  1 


donc 

(6)  y  °^'=\^-'i' 


i—l     t=i 


où  les  deux  réseaux  P  et  P'  ont  le  même  nombre  de  points  fonda- 
mentaux. 

1 1 .  De  ce  qu'une  courbe  du  réseau  P  ne  peut  avoir  un  point 
double,  en  deliors  des  points  fondamentaux,  sans  se  décomposer  en 
deux  courbes,  dont  l'une  est  une  courbe  fondamentale,  et  de  ce 
que,  dans  ce  cas,  le  point  double  est  l'unique  point  d'intersection 
des  courbes  composantes  en  dehors  des  points  fondamentaux,  il 
résulte  que  les  courbes  fondamentales  du  plan  P  forment  le  lieu  des 
points  doubles  des  courbes  du  réseau  de  ce  plan,  ou,  en  d'autres 
termes,  qu'elles  forment  la  Jacobienne  du  réseau  P.  De  même,  les 
courbes  fondamentales  du  plan  P'  forment  la  Jacobienne  du  réseau 
P'.  On  peut  remarquer  que  les  équations  (5)'  et  (5)  expriment  pré- 
cisément que  les  sommes  des  ordres  des  courbes  fondamentales  des 
plans  P  et  P'  sont  égales  à  l'ordre  de  la  Jacobienne  des  réseaux  P 
etP'. 
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12.  Soit  «  le  nombre  de  fois  que  la  courbe  fondamentale  4> 
d'ordre  f,  correspondant  au  point  fondamental  f  ^  passe  par  le 
point  fondamental  f^  d'ordre  t,  auquel  correspond  la  courbe  ^\ . 
Menons  par^i  une  droite  arbitraire  /,  qui  coupe  ^  en  i  —  w  autres 
points.  A  la  droite  /  correspond  une  courbe  d'ordre  /z,  composée  de 
4>',  et  d'une  autre  courbe  k'„_i^.  La  courbe  ^\  correspond  au  seul 
point/l,  et  A'^_,-^  correspond  aux  autres  points  de  /;  mais  les  points 
de  $  correspondent  au  point  y^';  donc  Jk'„_i^  passe  i — w  fois  par 
y,  et,  par  suite,  C>',  passera  i  —  [i  —  o))  fois  par  le  même  point^'; 
en  d'autres  termes,  4*  passe  autant  de  fois  par  fi  que  <î>',  par  y. 

13.  On  sait  que,  si  un  point  est  i-ple  pour  toutes  les  courbes  d'un 
réseau,  il  est  (3i  —  i)-ple  pour  la  Jacobienne.  Par  suite,  le  nombre 
total  des  branches  des  courbes  fondamentales  de  P  qui  passent  par 
un  point  fondamental  i-ple  est  3i  —  i.  Donc,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  une  courbe  fondamentale  d'ordre  i  passe  3  i  —  i  fois  par 
les  points  fondamentaux  de  son  plan. 

14.  Une  courbe  quelconque  c^'  du  réseau  P'  a  i  branches  qui  se 
croisent  au  point  fondamental  f  d'ordre  i-^  les  tangentes  à  ces 
branches  sont  toutes  distinctes,  si  la  droite  p,  qui  correspond  dans 
P  à  ©',  rencontre  en  i  points  distincts  la  courbe  fondamentale  'P  cor- 
respondant à  f.  Mais  <?  a  un  nombre  de  points  multiples  équiva- 
lent à points  doubles  5  la  classe  de  cette  courbe  sera 

donc  (^),  en  général  et  au  plus,  2(i — 1)  et,  par  suite,  dans  un 
faisceau  de  courbes  d'un  des  réseaux  P  ou  P',  il  y  a  2  (i  —  i)  courbes 
dont  deux  branches  ont  une  même  tangente  en  un  point  fonda- 
mental donné  de  degré  i. 

La  courbe  fondamentale  4>  a  aussi  3  (/ —  2)  points  d'inflexion  et 
2(i  —  2)(i  —  3)  tangentes  doubles 5  donc  le  réseau  P  a  3(i  —  2) 
courbes  dont  trois  branches  ont  une  même  tangente  en  un  point 
fondamental  i-ple  donné,  et  2(1  —  2){i  —  3)  courbes  qui  ont,  en 
ce  point,  deux  branches  tangentes  à  une  même  droite  et  deux  au- 
tres branches  tangentes  à  une  seconde  droite. 

15.  La  classe  d'une  courbe  principale  d'ordre  i  étant  2(1  —  i);  la 

i—n  —  l 

classe  de  la  Jacobienne  d'un  des  réseaux  sera  2%  [i  —  ijiz,-  ou 

(')  No'w  Introduzione  ad  una  teoriageometrica  délie  curve  piane,  io4  (f>. 
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i  =  n  —  i 

6{ji  —  i)  —  2  \  a'j  en  vertu  des  équations  (5)'  et  (6). 
1=1 
La  classe  de  la  Jacobîenne  peut  aussi  se  déduire  de  son  ordre 
3{7i- — i)  et  du  nombre  de  ses  points  multiples  qui  équivalent  à 

'~y'(3/-i)(3/-2)  •  ,    a     ^^       n 

y    a,-   points  doubles.  Un  a  anisi 


(3n  —  i)(3n  —  4)—  /  (3/  —  i)(3z  —  2)a,=:6(«  —  i)— 2  \  a.'i, 

(=1  i—i 

équation  identique  à  cause  de  (3)'  et  (5)'. 

i6.  Nous  avons  vu  que  toutes  les  intersections  de  deux  courbes 
fondamentales  sont  des  points  fondamentaux.  Il  résulte  de  laque,  si 
deux  courbes  fondamentales  données  d'ordres  t,  i^  passent  l'une  p  fois, 
l'autre  o  fois  par  un  même  point  fondamental,  la  somme  des  pro- 
duits analogues  à  pd,  étendue  à  tous  les  points  fondamentaux  du 
plan,  sera  égale  à  l'X  îf 

De  même,  une  courbe  fondamentale  et  une  courbe  cj  (dans  un 
même  plan)  ne  se  coupent  qu'aux  points  fondamentaux 5  en  effet, 
si  une  courbe  en  passe  par  un  point  d'une  courbe  fondamentale  qui 
ne  soit  pas  un  point  fondamental,  elle  se  décompose  en  deux  courbes, 
dont  l'une  est  la  courbe  fondamentale  elle-même.  Donc,  si  une 
courbe  fondamentale  d'ordre  i  passe  p  fois  par  un  point  fonda- 
mental d'ordre  il,  la  somme  des  produits  analogues  à  piy^  étendue  à 
tous  les  points  fondamentaux  du  plan,  est  égale  à  iXn. 

En  vertu  de  la  propriété  déjà  énoncée  (12),  il  faut  conclure  de 
là  que,  si  une  courbe  fondamentale  passe  respectivement  p,  a  fois 
par  deux  points  fondamentaux  donnés  de  degrés  i  et  t'i,  la  somme 
des  produits  analogues  à  pa,  étendue  à  toutes  les  courbes  fondamen- 
tales du  plan,  est  égale  à  i  X  ii- 

Si  une  courbe  fondamentale  d'ordre  ii  passe  p  fois  par  un  point 
fondamental  donné  de  degré  i,  la  somme  des  produits  analogues  à 
pi'i,  étendue  à  toutes  les  courbes  fondamentales  du  plan,  est  égale 
à  i  X  «• 

17.  Les  équations  (3),  (5),  (3)',  (5)'  prouvent  que  les  propriétés 
des  deux  plans  P,  P'  sont  parfaitement  réciproques,  ou  bien  que 
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les  solutions  des  équations  (3^,  (5)  sont  conjuguées  deux  à  deux 
de  la  manière  suivante  : 

Si  les  courbes  d'ordre  n  d'un  réseau  ont  en  commun  «i  points 
simples,  «2  points  doubles,.  .  .,  «,•  points  i-ples,. .  .,  a„_i  points 
[n  —  i)-ples,  où  («1,  «2,. ••7  <^ii---i  «n-i)  est  une  solution  des  équa- 
tions (3),  (5),  la  Jacobienne  du  réseau  est  composée  de  a',  droites, 
a'j  coniques, . . . ,  a'^  courbes  d'ordre  i, . . .  et  a'„_i  coiU"bes  d'ordre  n —  i , 
où  (a,,  a'j,...,  a'j,...,  a'„_i)  est  une  autre  solution  des  équa- 
tions (3)  et  (5).  Eu  outre,  cette  seconde  solution  est  telle  que,  si 
l'on  considère  un  réseau  de  courbes  d'ordre  n  ayant  en  commun 
a',  points  simples,  a'j  points  doubles,...,  «^  points  i-ples,..., 
«'„_!  points  [n  —  i)-ples,  la  Jacobienne  de  ce  second  réseau  sera 
composée  de  a^  droites,  cr.^  coniques, .  .  . ,  a,  courbes  d'ordre  «,•••, 
«„_i  courbes  d'ordre  n  —  i . 

Les  deux  solutions  (ai,  a,, .  .  . ,  a.. . .  . ,  a„_i;,  («',  ,«'.••••  i  5:'^ , ... , 
a'j_i),  définies  dans  l'énoncé  précédent,  seront  dites  solutions  con- 
juguées. Elles  satisfont  aux  relations  suivantes  : 


l  =  n  —  1  i=zn  -  1 


\  ioci  =  \  ix[  =^  3{n—  i), 

i=l  1=1 

zzn-l  i  =  n  —  l 

\  i^Xi=\  i-ff.'i^=n' — I, 
j=i  1=1 

=  n  —  1  i  =  /7  —  1 


mais  elles  seront  mieux  caractérisées  par  une  autre  propriété  qui 
sera  démontrée  dans  la  suite. 

18.  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers.  Soit  n  =  r>.\ 
le  réseau  sera  formé  de  coniques  passant  par  trois  points  Oi,  Oj,  03. 
La  Jacobienne  est  formée  par  les  trois  droites  0,03,  O3O1,  0^0^'^  en 
effet,  un  point  quelconque  m  de  la  droite  Oj  03  est  double  pour  une 
conique  du  réseau  :  c'est  celle  qui  est  composée  des  deux  droites 
0,03,  Oi/n,  etc. 

A  «1  ^  3  correspond  donc  a,  =  3,  ou  bien  les  équations  (3),  (5) 


2l6 
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admettent,  dans  ce  cas,  un  seul  couple  de  solutions  conjuguées,  et 
ces  deux  solutions  se  confondent  en  une  seule 


19.  Soit  7Z  =  35  (3)  et  (5)  donnent  «1  =  4,  «^2=  i^  c'est-à-dire 
que  le  réseau  sera  formé  de  cubiques  ayant  en  commun  un  point 
double  d  et  quatre  points  ordinaires  Oj,  O2,  O3,  04.  La  Jacobienne  se 
compose  de  la  conique  do^o^o^O:,  et  des  quatre  droites  d[oi^  O2, 
Oj,  O4).  En  effet,  un  point  quelconque  m  de  la  conique  ci-dessus  est 
double  pour  une  cubique  du  réseau,  celle  qui  est  composée  de  la 
conique  elle-même  et  de  la  droite  ind.  et  un  point  quelconque  ni 
de  la  droite  do^  est  double  pour  la  cubique  du  réseau  composée  de 
la  droite  elle-même  et  de  la  conique  dmo^Os  O4. 

A  «1  =  45  «2=1  correspond  ainsi  a\  = /i^  a'j=i-,  les  deux 
solutions  conjuguées  se  confondent  : 


a,   =    I 


20.  Soit  Ji  =  4^  (3)  et  (y)  admettent  les  deux  solutions  non 


conjU; 


guees 


a, =  3,     «.=  3,     «3=0, 
«11=6,     «2=0,     «3==  I. 


Dans  le  premier  cas,  le  réseau  est  formé  par  des  courbes  du  qua- 
trième ordre  ayant  en  commun  trois  points  doubles  di  ^d^fd^  et  trois 
points  simples  Oj,  o^.  O35  et  la  Jacobienne  est  composée  des  trois 
coniques  did^ds^o^o^^  O3O1,  0^0^)  et  des  trois  droites  d^d^^  d^d^^ 
did^.  En  eflét,  un  point  quelconque  m  de  la  conique  did^d^o^o^ 
est  double  pour  une  courbe  du  réseau  composée  de  cette  conique  et 
de  l'autre  conique  did^d^Oim-^  et  un  point  quelconque  m  de  la 
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droite  dzd^  est  double  pour  une  courbe  du  réseau  composée  de  la 
droite  elle-même  et  de  la  cubique  d\d^d^OiO^Ozni  ('). 

De  même,  dans  le  second  cas,  quand  les  courbes  du  réseau  ont 
en  commun  un  point  triple  t  et  six  points  simples  o, ,  Oj, . .  . ,  Og,  on 
démontre  que  la  Jacobienne  est  formée  par  la  cubique  t^Oj  O2 .  .  .  Og, 
et  les  six  droites  i(oi,  Oj,  03, .  . . ,  Og). 

De  cette  manière,  à 


correspond 


et  a 


a,  =  3, 

«2=3, 

«'.  =  3, 

a'j  =  3, 

a,  =6, 

«2  =  0, 

a,  r=  6, 

«2  =  0, 

a,  r^  o 


correspond 


c'est-à-dire,  les  équations  (3),  (o)   admettent  deux  solutions  dis- 
tinctes, dont  chacune  coïncide  avec  sa  propre  conjuguée. 


«1 

=  6, 

3 

«. 

^=    0, 

3 

«3 

=   I, 

0 

21 .  Si  72  =  5,  (3)  et  (5)  admettent  les  trois  solutions  suivantes  : 

a,  ^8,  «2=0,  «3^:0,  iZi=i, 
a,  =  3,  «2=^  3,  «3=:!,  a4=o, 
«1=0,     «2=6,     «3=0,     «4  =  0, 

dont  chacune  se  confond  avec  sa  conjuguée. 

Dans  le  premier  cas,  les  courbes  (du  cinquième  ordre)  du  réseau 
ont  en  commun  un  point  quadruple  q  et  huit  points  simples  Oi, 
02, . . . ,  Og  5  et  la  Jacobienne  est  formée  par  la  courbe  du  quatrième 
ordre  q^OiO^. .  .Og  et  par  les  huit  droites  7(01,  o,,. . .,  Og). 

Dans  le  second  cas,  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  un  point 


(')  Ce  symbole  indique  que  la  cubique  a  un  point  double  en  d^  et  passe,  en  outre, 
par  les  points  </,,  </,,  o,,  o„  o,,  m. 
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triple  f ,  trois  points  doubles  di^d^,  d^  et  trois  points  simples  01,0.2,03. 
La  Jacobienne  se  compose  de  la  cubique  t2did^diOiO<i03,  des  trois 
coniques  tdid^d^[oi^  o^,  03),  et  des  trois  droites  £(<:/i,  Jo,  f/3). 

Dans  le  troisième  cas,  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  six 
points  doubles  6?i,  d^^.  .  .,  d^^  et  la  Jacobienne  est  le  système  des 
six  coniques  qui  passent  par  ces  points  pris  cinq  à  cinq. 

n  =  5. 


ry.,    =    8, 

3, 

0 

«j    ^=    0, 

3, 

6 

«3    =    0, 

I , 

0 

«4    =    I' 

0, 

0 

22.   Pour  71  =  6,  nous  avons  les  quatre  solutions  suivantes  : 


«1=10,     ûCi=  o,     «3=0,     a4=o,     oCi^i; 

«1=       I,         «5=4»         «3=2,         «1=^0,         «5=0; 

ai  =-    3,     «2=4'     '2^3=^0,     «4  r=z  I ,     aj=ro; 
«1=   4>     0:2=1,     «3=3,     a,=  o,     as=o. 

Les  deux  premières  se  confondent  avec  leurs  conjuguées  respec- 
tives, les  deux  dernières  sont  conjuguées  entre  elles. 

Laissons  de  côté  les  deux  premiers  cas  5  observons  seulement  que, 
dans  le  troisième,  le  réseau  est  formé  de  courbes  du  sixième  ordre 
ayant  en  commun  un  point  quadruple  «7,  quatre  points  doubles 
di^dz-fd^^d:,^  et  trois  points  simples  Oj,  Oj,  03  (');  et  la  Jacobienne 
se  compose  des  trois  cubiques  q"^ d^d^d^dt^^o^o^^  O3O1,  O1O2),  de  la 
conique  (j  did^d^d,,^  et  des  quatre  droites  </  (^1,  d^^  ^3,  di,)  :  donc  à 


3,     ci.=/^,     «3=0, 


«5 


correspond 


4, 


a.',  =  3,     a\  =  o,     cc\  =  o, 


(')  Voir  Magnus,  Sammlung  von  Aufgahen   nnd  Lehrsàtzen  ans  der  analjtischeii 
Géométrie,  Band  1,  S.  vu;  Berlin,  i833. 
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et  a 


4,      «:  =  I, 


«3 


3,     «4 


o,      «s 


correspond 

a,  =  3,     «',  =  4,     «3  =  0,     a',  =  I ,     a,  =  o. 

En  effet,  dans  le  quatrième  cas,  les  courbes  du  réseau  ont  en 
commun  trois  points  triples  t^^t^^t^^  un  point  double  d  et  quatre 
points  simples  Oi,  O2,  O3,  04  5  et  la  Jacob ienne  est  composée  de  la 
courbe  du  quatrième  ordre  l^tji'c^Oi  0,0304,  des  quatre  coniques 
tit^tid[Oi^  O2,  03,  04),  et  des  trois  droites  ^2^35  ^3^17  t^t^. 


n  = 

6. 

«,    -10, 

I 

•'(, 

3 

K,     --    0, 

4 

I , 

4 

«3     =     0, 

2 

3, 

0 

0'-4     —     0, 

0 

0, 

I 

«5=1, 

0 

0, 

0 

23.  D'une  manière  semblable,  nous  trouvons  cinq  solutions  pour 
«  =  7  -,  deux  d'entre  elles  sont  conjuguées  entre  elles.  Pour  tz  =  8, 
il  y  a  deux  couples  de  solutions  conjuguées  et  cinq  autres  solutions 
respectivement  conjuguées  à  elles-mêmes  (^). 


n 

=  7- 

a, 

=  12, 

2 

0 

5, 

3 

a. 

=    0, 

3 

3 

0, 

5 

«3 

=    0, 

2, 

4 

3, 

0 

a.^ 

=    0, 

I 

0 

1, 

0 

«5 

—    0, 

0, 

0 

0, 

I 

=«6 

=   I , 

0 

0 

0, 

0 

a, 

=i4, 

3, 

I, 

0, 

3 

3,6 

0,2 

a. 

=    0, 

2, 

3, 

0, 

3 

6,0 

5,0 

«3 

=    0, 

3, 

2 , 

7' 

0 

0, 1 

2,5 

^■i 

=    0, 

0, 

2, 

0, 

3 

0,3 

0,1 

a. 

=    0, 

I , 

0, 

0, 

0 

0,0 

1,0 

^■6 

=    0, 

0, 

0, 

0, 

0 

1,0 

0.0 

«7 

=  I, 

0, 

0. 

0, 

0 

0,0 

0,0 

(')  «—.8.  La  solution  3,  3,  0,  3,  o,  0,  o  a  été  indiquée  par  M.  Cayley  {Proceedings 
of  tke  London  Mathematical  Society,  t.  III,  p.  i43;  1870), 
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n  =  9. 


<z,   ^16, 

4. 

2 

0 

3,7 

1,3 

0,1 

y.,  =  0, 

I , 

3 

4 

7," 

4,0 

3,1 

K3    =    0, 

4, 

I 

0 

0,0 

3,4 

3,3 

«4     =     0, 

0) 

2 

4 

0,3 

0,1 

1,3 

«5     ==     0, 

0, 

I 

0 

0, 1 

0,1 

1,0 

«6     =     0, 

I, 

0 

0 

0,0 

1,0 

0,0 

«7     =     0, 

0, 

0 

0 

1 ,0 

0,0 

0,0 

ag   =   I, 

0; 

0 

0 

0,0 

0,0 

0,0 

«, 

=  18, 

5, 

I, 

0, 

0 

3,8 

2,4 

1,2 

3,3 

3,0 

0,1 

K, 

=    0, 

0, 

4, 

2, 

0 

8,0 

3,0 

3,1 

3,3 

0,6 

1,0 

«s 

=    0, 

5, 

0, 

2 , 

7 

0,0 

4,3 

2,3 

0, 1 

0,0 

5,2 

«4 

—    0, 

0, 

2 , 

3, 

0 

0,1 

0,2 

2, 1 

3,0 

6,0 

0,5 

«6 

=    0, 

0, 

2 , 

I , 

0 

0,3 

0,0 

0,2 

0,3 

0,3 

2,0 

«6 

=    0, 

0, 

0, 

0, 

I 

0,0 

0, 1 

1,0 

1,0 

0,0 

0,0 

a, 

=    0, 

I , 

0, 

0, 

0 

0,0 

1 ,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

«s 

=    0, 

0, 

0, 

0, 

0 

1 ,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

«9 

~   I, 

0, 

0, 

0, 

0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

24.  Il  est  bien  entendu  que  nous  avons  laisse  de  côté  les  sys- 
tèmes des  valeurs  de  «i,  «2,.  .  . ,  qui  ne  satisfont  pas  au  problème 
géométrique,  quoiqu'ils  résolvent  aritlimétiquement  les  équations 
(3)  et  (5).  Le  problème  géométrique  exige,  en  effet,  qu'une  courbe 
d'ordre  ii  puisse  avoir  «2  points  doubles,  0C3  points  triples, . .  . , 
sans  se  décomposer  en  courbes  d'ordres  inférieurs.  Par  exemple, 
comme  une  courbe  du  cinquième  ordre  ne  peut  avoir  deux  points 
triples,  il  faudra,  pour  /i  =  5,  exclure  la  solution 


=  6, 


U3- 


OCi- 


2,       «4:^  O. 
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Une  courbe  du  septième  ordre  ne  peut  avoir  cinq  points  triples, 
parce  que  la  conique  passant  par  ces  points  couperait  la  courbe  en 
quinze  points,  et  l'on  sait  que  deux  courbes  (non  composées)  ne 
peuvent  avoir  en  commun  un  nombre  de  points  supérieur  au  pro- 
duit de  leurs  ordres;  donc,  dans  le  cas  de  n  =  7,  il  faudra  exclure 
la  solution 

«1  =  3,     aï=<),     «3=5,     «4  =  0,     a5=o,     0:6=0. 

Pour  la  même  raison,  une  courbe  du  dixième  ordre  ne  peut  avoir 
en  même  temps  un  point  quintuple  et  quatre  points  quadruples,  ni 
deux  points  quintuples,  deux  points  quadruples  et  un  point  triple, 
ni  trois  points  quintuples  et  deux  points  triples.  Donc,  dans  le  cas 
de  7Z  =  10,  il  faudra  exclure  les  solutions 

ai=:2,  a-..  =  2,  «3  =  0,  «4=14,  «5=1,  «6  =  0»  «7  =  0,  «5  =  0, 
«1^4'       «2=1,       «3=1,       «4=^2,       «5  =  2,       «errro,       «;  :=  O,       «^i^O, 

«1  =  6,     a.  =  o,     «3:^2,     «4^0,     «5  =  3,     «c^o,     a,  =  o,     «3  =  0, 


25.  Clierclions  maintenant  à  déterminer  quelques  solutions  des 
équations  (3)  et  (5),  quand  n  est  quelconque.  Avant  tout,  obser- 
vons que,  comme  une  droite  ne  peut  rencontrer  une  courbe  d'ordre 
n  en  plus  de  n  points,  le  nombre  «,,  si  nous  supposons  21  ^  /?,  ne 
peut  avoir  qu'une  de  ces  deux  valeurs  o  ou  1 5  et,  si  nous  supposons 
i  -\-  j^ 7Z,  si  «,•=!,  on  aura  «y  =  o. 

26.  Pour  72  >»  2,  la  valeur  maximum  de  a„_i  est  donc  Vunité,  et, 
si  a„_i  =  I ,  tous  les  autres  «  sont  égaux  à  zéro,  à  l'exception  de  «j. 
Dans  cette  hypothèse,  une  quelconque  des  équations  (i)  ou  (2) 
donne 

a,=  i{n  —  i). 

Cette  valeur  est  aussi  le  maximum  de  «i  dans  tous  les  cas,  ainsi 
que  le  montre  l'équation 

\  /(ti  — i  —  i)( «,+  «„_,_,)  =  2 (/î  —  i)(n  — 2), 

qu'on  obtient  en  éliminant  a„_i  entre  (i)  et  (2).    • 
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Le  réseau  du  plan  P  est  donc  composé  de  courbes  d'ordre  n  ayant 
en  commun  un  point /^(«  —  i)-ple,  et  i[n  —  i)  points  simples  Oj,  Oj, 
03,...,  o^n-\)  (*)•  La  Jacobienne  est  formée  par  les  i[n  —  i)  droites 
^(oi,  02,.  .  . ,  02(„_i))  et  par  la  courbe  d'ordre  Ji  —  i,  qui  a  en  yy  un 
point  [n —  2)-ple  et  passe  partons  les  autres  points  donnés.  En  effet, 
si  m  est  un  point  de  la  droite  po^  et  que  l'on  combine  celle-ci  avec 
la  courbe  p''~^mo^Oz.  . .  02(„_ij  d'ordre  n  —  i,  ou  bien  si  m  est  un 
point  d'ordre  n  —  i  de  la  courbe  /^""^OiOaOa. .  .  02(«-i)5et  que  l'on 
combine  celle-ci  avec  la  droite  pin^  on  obtient  dans  les  deux  cas  une 
courbe  (composée)  du  réseau. 

Nous  avons  donc 

a',  =  2(7?.  —  i),     a,  =  o,     oc,  =  o,...,     «;,_,  =  o,     a;^_j=:i; 
ou  bien  la  solution  en  question  est  conjuguée  à  elle-même  ("). 

n  quelconque . 


27.  Supposons  maintenant  a„_i  =  o,  et,  si  «  >>  4,   donnons  à 
^n-2  sa  valeur  maximum 


a«- 


Les  autres  a  seront  nuls,  à  l'exception  de  «i,  «25  pour  lesquels  les 
équations  (i)  et  (2)  donnent 

«1=3,     a-i^n  —  2. 

Les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  trois  points  simples  01,02,03, 
n  —  2  points  doubles  d^^d^.^. .  . ,  ^„_2  et  un  point  [ji  —  2)-ple/7.  La 
Jacobienne  aura  donc  trois  points  doubles  en  01,03,03  \  ?i  —  2  points 
quintuples  en  di^d^,. .  .^ d^^^i  et  un  point  (3 «  —  7)"pïe  en  p.  Les 
lignes  suivantes  font  partie  de  la  Jacobienne,  quand  ii  est  pair  : 
1°  Les  n — 2  droites  p^di^d^-,.  . .  •,dn_^)  -,  en  effet,  un  point  quel- 


(  ')  C'est  le  cas  étudié  par  de  Jonquières. 

(-)  Doicnavant  nous  n'écrirons  plus  les  valeurs  nulles  de  a. 
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conque  m  de  la  droite  pd^  est  double  pour  la  courbe  du  réseau 
composée  de  la  droite  elle-même  et  de  la  courbe 

d'ordre  n  —  i  ; 

n 

—  -                                         n 
2°  La  courbe  p^     d^d^.  .  .  d„_ 2  d'ordre i  ;  en  effet,  un  point 

quelconque  m  de  cette  courbe  est  double  pour  une  courbe  du  ré- 
seau composée   de  la   courbe   elle-même    d'ordre 1 ,  et  de  la 

n 

courbe  p^d^d^ds.  .  .d„_^OiO^Oim  d'ordre  — h  i  ; 

2 

n 

3°  Les  trois  courbes /7^     d^d.^.  .  .d„_2[o=,Oz^  0301,0102)  d'ordre 
-  5  en  effet,  si  m  est  un  point  quelconque  de  la  courbe 

n 

p-      dfd^.  .  .dn-iO^Oi, 

-1 
celle-ci,  prise  avec  la  courbe  p'^      did,. .  .d„_^mOi  du  môme  ordre 

- 1  forme  une  courbe  du  réseau  ayant  un  point  double  en  m . 

A 

«1=3,     01.1^=^  n  —  2,     a„_2=i 

correspond  donc,  pour  n  pair, 

ù^^=n  —  2,     «^      =1)     a^=3. 


n  pair. 

a.      =    3, 

n  —  2 

Kj           ^^11  —  2, 

0 

2 

I 

K„         =      0, 

3 

2 

««-î    =       I, 

0 

Dans  le  cas  de  n  impair,  on  démontre  de  la  même  manière  que 
la  Jacobiennc  du  réseau  (du  plan  P)  se  compose  : 
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i"  Des  n  —  2  droites  p[ài^  d^-, .  •  • ,  f^n-î)  5 

2°  Des  trois  courbes  p   ~   d^d^. . .  f/„_2  (oi,  Og,  03)  d'ordre  — 

—                                                      n  -4-  I 
3°  De  la  courbe /;   -   d^d,,.  .  .d^^^OiO'iOz  d'ordre- ;  et  à 

ai=:3,     a2=^  Il  —  2,     a„_2=i 

correspond,  pour  7Z  impair, 


z',  =  71  — 2,     a;_,  =  3,     a;,^j=i. 


/i  impair. 


«. 

— 

3, 

n 

—  3 

a. 

= 

Il  — 

2 

0 

«»- 

IZL. 

0, 

3 

2 

«n  + 

= 

0, 

I 

a„  _ ., 

= 

I , 

0 

Il  est  facile  de  se  convaincre  que,  dans  le  cas  de 

a,=  /i  — 2,     a„_=i,     a„=3, 
2  2 

c'est-à-dire,  quand  les  courbes  du  réseau,  d'ordre  n  pair,  ont  en 

commun  n  —  2  points  simples  Oj ,  02,  •  •  • ,  o„_2,  un  point  ( i  )-ple a 

et  trois  points  (  -  j-ples  Z>i,  Z»,,  ^3,  la  Jacobienne  est  composée  : 

1°  Des  trois  droites  ^2^37  ^3^1:  ^1^25 

2*^  Des  7Z  —  2  coniques  b^b^b^a^o^^  02, .  .  . ,  o„_2)  \ 


n  n  n 


3°  De  la  courbe  &i      b\     b\     a^     O1O2.  .  .o„_2  d'ordre /z — 2^ 
et  que,  dans  le  cas  de 

ai=7i  —  2,     a,,,_i=3,     a„  +  i:=i, 
c'est-à-dire,  quand  les  courbes  du  réseau,  d'ordre  71  impair,  ont  en 
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commun  n — 2  poin  ts  simples  01,02,...,  o„_2 ,  trois  points  (  — )  -  pies 

rt,,  «î,  «3,  et  un  point  (- j-ple  è,  les  lignes  suivantes  font 

partie  de  la  Jacobienne  : 

1°  Les  trois  droites  b  («i,  a^^  a^)  ; 

2°  Les  n  —  2  coniques  baia^a^[o^^  o^, .  .  . ,  o„_2)  ^ 

n  —  \      /!— 3      n— 3      w  — 3 

3°  La  courbe  Z>   -  a^^   a,"  «3'   Oj  o,.  .  .o„_2  d'ordre  7Z — 1. 

28.  Supposons  maintenant  a„_,  =  0,  a„_5,=  o^  si  /z  ^  6,  la  va- 
leur maximum  de  a„_3  est  V imite.  Ayant  a„_3  =  i,  les  autres  a  se- 
ront nuls,  à  l'exception  de  aj,  a,,  3^3,  pour  lesquels  les  équations 
(3),  (5)  donnent 

a,  -4-  3a:2-l-  6^3=  4^  —  5, 
a,  H-  43^2-)-  9^3  =6n  —  10, 
ou  bien 

sii  -i-  cci  =  5 ,     «2  -r  3  as  =  2  /i  —  5  ; 

d'où  l'on  tire  les  systèmes  suivants  : 

.  2  /?  —  q 

a,—  I,     «2=4»     ^3=  ^~~  '       a„_3~i, 


4 ,     a2  — -  I ,     a,  =  5 —  ■>      cxn-z  ~- 1 , 


a, =  2,     ^2=3,     «3^=  ô — '       ««-3=1, 

„  2  7?  —  5 

a,  =  5,     a2=:o,     a3= — 5       a«_3=i, 

^  2  7i  —  10 

cxt  —  o,     a2^=5,     5f3= 5 5     a„_3=i, 

a,^=6,     a.^^1,     «3=:  ^ — j       a„_3=i. 

Les  deux  premiers  résolvent  les  équations  (3)  et  (5),  dans  le  cas  où 

77  est  divisible  par  3  j  le  troisième  et  le  quatrième  quand  n  est  de  la 

forme  3fx  4-  i ,  et  les  deux  derniers  quand  n  est  de  la  forme  3  a  H-  2. 

Dans  le  premier  système,  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  V.  (Novembre  1878.)  l5 


3 

2  7?  — 

6 

3 

2  77  — 

8 

3 

2  7?  — 

■5 

3 

2  7i 

10 

3 

27Î  — 

■7 
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2/r 


un  point  simple  o,  quatre  points  doubles  ^1,^2,  ^3,(^4-  — 3  points 

triples  fj,  ta,...,  t.2n     ,  et  un  point  [n  —  3)-ple  a-,  et  la  Jacobienne 

T 
se  compose 

1°   Des -r 3  droites  rz/fj,  ?,,...,  ?,„     '\  ; 

2*^  Des  quatre  courbes  rt '*      tit2-..t^„     [d^_did!,^did^cli,^did:^d,^^ 
di  d^  d^  )  d'ordre  -  ; 

n 

3°  De  la  courbe  a^t,t^.  .  .i,„      d^d^d^di^o  d'ordre  -  H-  i  ; 

T-*        -  3 

^  n 

3  2  7i 

4°  De  la  courbe  rt  ^      tltl-'-tl^     d^d^didi^o  d'ordre— 1. 

Dans  le  second  système,  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun 

quatre  points  simples  Oi ,  O25  03,04  •,  un  point  double  d  ;  -r, 2  points 

triples  ti^t^^.  . .,  ^2„  ,  et  un  point  [ji  —  3)-plert.  Les  courbes  sui- 
vantes  font  partie  de  la  Jacobienne  : 

1°  Les  — 2  droites  rt  /fj,  f,, . . . ,  f,,,      \  ; 

n 

?l 

2°  La  courbe  a^      lit^.  .  .t^„     d'ordre  -  —  i  ; 

- — 2  o 

,t 

3°  Les  quatre  courbes  rt*      tit^...t^„     <f(oi,  ©2,03,04)  d'ordre  r--, 

. 2  un 

4°  La  courbe  «  ^      t']tl...tl„     dfoiO^OiOi)  d'ordre-^- 

^^—  —  2  O 

3 

Nous  obtenons  ainsi,  dans  le  cas  où  n  est  un  multiple  de  3,  les 
deux  couples  suivants  de  solutions  conjuguées  des  équations  (3) 

et  (0)  : 
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n  multiple  de  3. 
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T-^ 

=     4, 

2« 

«1 

— 

'* 

«t 

T-^ 

«. 

= 

4, 

0 

«j 

"in 

0 

«3 

— 

0 

«3 

=  T-'' 

0 

«« 

=: 

0, 

4 

«« 

=     0, 
1 

I 

3 

3 

«/ï 

^= 

0, 

I 

«« 

=       o> 

4 

3+' 

3 

"■in 
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0, 

I 

«2« 

=        0, 

I 

a 

3 

=^«-3 

= 

I, 

0 

«/-_3 

=       I, 

0 

De  la  même  manière,  en  considérant  les  cas  où  le  nombre  71  est 
de  la  forme  3,!x  -f-  i ,  ou  de  la  forme  3p  H-  2,  on  trouve  les  couples 
de  solutions  conjuguées  qui  suivent  : 

«  E=  I  [mod.  3). 


171  —  9, 

iji  — .") 

K[                   __ 

2, 

3 

«,          = 

Jj 

3 

a,           = 

3, 
0  //  —  8 

0 

2  /;  —  .") 

K/!-l        — 

0 
3 

«3          = 

0 

3       ' 

0, 

3      ' 

3 

Vn-hi      — 

0, 

2 

='•«—1     = 

0, 

5 

3 

3 

«2(«-l)  = 

0) 

I 

0^2«  +  l    = 

0, 

I 

3 

3 

='-«-3         = 

I , 

0 

"•,,-3           = 

I , 

0 

i5. 
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«  Hs  2  [mod.  3). 

_                             2/.-7 

w                —         n 

in  —  I  f> 

'^\ 

-      ^'               3 

«,               —         O, 

3 

«5 

=         2,                       0 

«,         =      5, 

0 

-'-""',            0 

2«  —  10 

0 

^^•3 

««-2 

-       3       '            ° 

=         0,                        2 

«3           -        3        » 

3 

««  +  1 

=      0,                3 

«„+l       =         0, 

5 

3 

3 

K2„_l 

=^         0,                        I 

«_V„_,    =          0, 

I 

3 

3 

««-3 

=          1,                        0 

«'■^-s         =          I  ' 

0 

29.  Faisons  a„_i  =  o,  a„_2  =  o,  a„_3  =  o,  et,  en  outre,  a„_4  =  i , 
ce  qui  est  la  plus  grande  valeur  de  a„_^  pour  /z  ^  8.  Les  autres  a 
seront  nuls,  à  l'exception  de  a^,  «25  «^35  '^-i*'-,  nous  tirons,  par  suite, 
des  équations  (3)  et  (5) 

a,  +  3  a  ;  +  6  «3  H-  I  o  a4  =  5  «  —  8, 

a,  4-  4^^^+  921:3+  16 «4=:  8 «  —  17, 
ou  bien 

3  ai  +  4  ^s  +  3  as  =;  2 1 , 

2a(  =  ai+  ^2+  «  —  10. 

En  cliercliant  à  satisfaire  à  ces  équations  de  toutes  les  manières 
possibles,  et  en  déterminant  pour  chaque  cas  la  Jacobienne  du  ré- 
seau, nous  obtenons  les  couples  suivants  de  solutions  conjuguées 
des  équations  (3)  et  (5),  qui  sont  dillérentes  suivant  les  conditions 
de  divisibilité  de  n  par  4  : 
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n  ^  o  [jnod.  4] 


«. 

=    I, 

--■' 

î<i 

=  2, 

f-^ 

«1 

=     3, 

n 

K, 

=    G, 

« 

«î 

=   3, 

0 

«3 

=  5, 

0 

K, 

=     3, 

0 

«3 

=   2, 

0 

«i 

=-— ' 

,   0 

«« 

n 

0 

=<3 

:=         I  , 

0 

^4 

=^-3 

0 

4 

=  0, 

j 

^4 

11 

1) 

y.,i 

=   0, 

3 

«» 

=     0, 

I 

«„ 

—      0, 

I 

4 

4  ~" 

1 

='-:'+ 1 

* 

=   0. 

I 

"^' 

=  0, 

2 

4 

=       0, 

3 

4 

=      0, 

(l 

2 

=:        0, 

I 

«5i:_, 

=  0, 

I 

«'•rt 

=        0, 

2 

'^/, 

=       0, 

3 

'^■in 

=      0, 

I 

«,,-4 

=        I, 

0 

"■«-i 

=    I, 

0 

"•«-* 

=    1, 

0 

««-4 

=^     I  ) 

0 

«  ^  I   (  mod.  4  ) . 


a, 

=       0, 

"  —  7 

K, 

=       2, 

n  — .") 

«.         =    3, 

"-7 

«.          =     7- 

//  —  3 

a. 

=     3, 

0 

K, 

=     3, 

0 

^-3                  =          '1. 

0 

«3 

=     3, 

0 

tZj 

=     I, 

0 

«4 

_"-7 

1    0 

«4 

n—  ' 

1      0 

=^4                  =^"~' 

»      0 

«  —  ■' 

! 

-,    0 

=^»-l 

=     0, 

• 

4 

=:      0, 

3 

Vn-\    =      0, 

4 

4 

«„_1    =       0, 

4 

7 

^H-l-3 

=     0, 

3 

4 

=      0, 

I 

O'.,,  j_  3    =^      0 , 

3 

««-1 

3 

=     o> 

=      0) 

2 

I 

a3r„_i  =     0, 

I 

«3«+l=      0. 

4 

I 

«n-4 

=     I . 

0 

««-4 

==    I, 

0 

"/l— 4            ^=-           '    > 

0 

^„-4          =          •  . 

0 
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n  ^  -x  {mod.  4). 


«.             =      0, 

^-5 

2 

«,      =1, 

^-3 

«1         =    3, 

n 

2 

«i       =    4>    --3 

«j         =3, 

0 

Kj          =     3, 

0 

«3           =      7. 

0 

«3             =       2, 

0 

«3         =3,         0 

a.^          =-  — 0 

0 

72         „ 
0f4                = J 

0 

72 

0 

a .           = i ,      0 

1 

«„_2   =      0, 

4 

I 

«„_2    =       0, 

4 

3 

a„_2  =     0,          3 

a„  +  9  =     0, 

4 

7 

K„^.,    =       0, 

4 

3 

a„  ^  g   =      0 , 

I 

«„_H2    =       0,             4 

4 

1 

«„^2    =       0, 

I 

4 

1 

«„            =       0, 

2 

«„            =       0, 
2 

3 

«»-l        =       I  . 

0 

««-.-.        =       I  > 

0 

««_',    =    I , 

0 

«„_,        =       I  ,            0 

«  ^  3  (  ;«or^.  4  ) . 


«,       = 

0, 

72—7 
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«. 
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2 
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5, 
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2 
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0 

«î 
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0 

«3                 = 

6,        0 

«3 
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I, 

0 

«3                  = 

2, 

0 

77 
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—  5 
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>      0 
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«4               =- 

2 
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= 

0» 

I 
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2 
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3 
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4 

0, 

5 

4 

f>> 

I 

<"«  +  5   = 

0,            I 

«77-1 

= 

0, 

2 

««-1    = 

0, 

3 

«3/7-5  = 

0,             1 

««  +  1 

= 

0, 

I 

«3n  — 1  = 

4 

0, 

I 

««-4           = 

I , 

0 

«n-4        ^^ 

I,            0 

a„_4 

— 

I, 

0 

«H -4           = 

I, 

0 

MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  23i 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin,  pour  le  moment,  la  recherche 
des  solutions  des  équations  (  3  )  et  (  5  )  •,  nous  passerons  à  la  démons- 
tration de  nouvelles  propriétés  générales  des  réseaux  qui  satisfont 
à  ces  équations. 

30.  Parmi  toutes  les  courbes  fondamentales  d'un  des  deux  plans, 
je  considère  toutes  celles  d'un  même  ordre  i,  et,  parmi  ses  points 
fondamentaux,  je  considère  aussi  ceux  d'un  même  ordre  j  ;  en 
d'autres  termes,  je  considère  le  groupe  des  courbes  ^  (ou  O') 
d'ordre  î,  et  le  groupe  des  points  f  (ou  f)  d'ordre  /  du  plan  P 
(ou  P'),  auxquels  correspondent,  dans  l'autre  plan,  le  groupe 
des  points  y  [o\x  f)  d'ordre  i  et  le  groupe  des  courbes  O'  (ou  ^) 
d'ordre  /. 

Comme  les  points  d'un  même  groupe  entrent  symétriquement 
dans  les  conditions  qui  déterminent  les  courbes  cp  (ou  op')  du  réseau, 
et  comme  les  courbes  fondamentales  d'un  même  groupe  entrent 
symétriquement  dans  la  Jacobienne  du  réseau,  il  s'ensuit  que  les 
relations  qui  existent  entre  les  points  et  les  courbes  des  deux 
groupes  considérés  doivent  être  parfaitement  symétriques,  soit  par 
rapport  aux  points  fondamentaux,  soit  par  rapport  aux  courbes 
fondamentales.  Donc  on  pourra  déduire  des  nombres  co  des  bran- 
ches d'une  courbe  du  premier  groupe,  qui  passent  par  les  divers 
points  du  second,  les  nombres  w  relatifs  à  toute  autre  courbe  du 
même  groupe,  par  les  permutations  des  points  du  second  groupe. 
Par  suite,  les  courbes  du  premier  groupe  correspondront  aux  per- 
mutations, répétées  un  même  nombre  de  fois,  des  points  du  second 
groupe.  Mais,  en  appliquant  le  même  raisonnement  à  l'autre  plan, 
les  points  remplacent  les  courbes,  et  réciproquement;  donc  aussi 
les  points  du  second  groupe  correspondront  aux  permutations,  ré- 
pétées un  même  nombre  de  fois,  des  courbes  du  premier  groupe. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

a)  Les  nombres  oo  (relatifs  aux  deux  groupes  considérés)  sont 
tous  égaux,  c'est-à-dire  que  toutes  les  courbes  du  premier  groupe 
passent  un  même  nombre  co  de  fois  par  tout  point  du  second  groupe. 

b)  Un  des  nombres  co  est  différent  des  autres  qui  sont  tous  égaux 
entre  eux-,  c'est-à-dire  que  toute  courbe  du  premier  groupe  passe 
un  même  nombre  de  fois  par  tous  les  points,  moins  un,  du  second 
groupe. 

Le  nombre  des  permutations  des  points  est  alors  égal  à  celui  des 
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points,  et,  par  suite,  le  nombre  des  courbes  (du  premier  groupe)  et 
le  nombre  a,  des  points  du  second  seront  égaux. 

11  ne  peut  se  présenter  d'autres  cas.  Si,  parmi  les  nombres  w  re- 
latifs à  une  courbe  (du  premier  groupe)  et  aux  points  (du  second 
groupe),  il  y  en  avait  deux  ou  plusieurs  différents  des  autres,  le 
nombre  des  permutations  serait  plus  grand  que  le  nombre  des  points 
et,  par  suite,  le  nombre  des  courbes  plus  grand  que  celui  des  points, 
et,  en  même  temps,  pour  la  même  raison,  le  nombre  des  points 
plus  grand  que  le  nombre  des  courbes  :  ce  qui  est  absurde. 

Quand  le  groupe  des  courbes  et  le  groupe  de  points  se  trouvent 
dans  le  cas  ^),  nous  dirons  que  les  deux  groupes  sont  coordojuiés 
entre  eux.  Un  même  groupe  de  points  ne  peut  être  coordonné  avec 
deux  groupes  distincts  de  courbes-,  car  il  s'ensuivrait  une  certaine 
corrélation  entre  les  courbes  de  l'un  et  de  l'autre  de  ces  groupes, 
ce  qui  est  incompatible  avec  la  symétrie  complète  qui  existe  dans 
chaque  groupe  de  courbes. 

D'un  avitre  côté,  un  groupe  de  points  est  nécessairement  coor- 
donné à  un  groupe  de  plusieurs  courbes^  car,  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  le  groupe  donné  de  courbes  et  un  groupe  quelconque  de 
points  se  trouveraient  dans  le  cas  «),  ou  bien  toute  courbe  du 
groupe  donné  passerait  le  même  nombre  de  fois  par  tous  les  points 
fondamentaux  du  groupe  quelconque.  Mais  cela  est  absurde,  parce 
que,  de  même  que  les  points  fondamentaux  déterminent  les  courbes 
fondamentales,  de  même  aussi  un  système  donné  de  nombres  w, 
relatifs  à  tous  les  points  fondamentaux  (les  w  étant  égaux  pour  les 
points  d'un  même  groupe),  ne  peut  déterminer  qu'une  courbe. 

Donc  tout  groupe  de  plusieurs  courbes  est  coordonné  à  un,  et  à 
un  seul  groupe,  contenant  un  égal  nombre  de  points.  Si  maintenant 
nous  mettons  de  côté  tous  ces  groupes  de  plusieurs  coui-bes,  il  ne 
restera  que  les  courbes  et  les  points  uniques  dans  leurs  ordres 
respectifs  ;  mais  le  nombre  total  des  courbes  fondamentales  est 
égal,  dans  chaque  plan,  au  nombre  total  des  points  fondamentaux, 
et  le  nombre  des  courbes  d'un  groupe  est  égal  au  nombre  des  points 
du  groupe  coordonné  5  donc  aussi  le  nombre  des  courbes  fonda- 
mentales uniques,  dans  leurs  ordres  respectifs,  est  égal  au  nombre 
des  points  uniques  aussi  dans  leurs  ordres  respectifs.  De  tout  cela 
résulte  le  théorème  suivant  : 

Les  a  qui  constituent  une  solution  quelconque  des  équations  (  3  ) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  233 

et  (5)  sont  égaux  aux  a  de  la  solution  conjuguée,  pris,  en  général, 
dans  un  ordre  différent  (  '  ) . 

31 .  Les  nombres  w  jouissent  d'une  propriété  intéressante,  décou- 
verte par  Clebscli  (^),  qui  consiste  en  ce  que  leur  déterminant  est 
égal  à  Ji  en  valeur  absolue. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  abandonnerons  les  notations 
dont  nous  nous  sommes  servi  jusqu'ici,  pour  employer  celles  de 
l'illustre  géomètre  allemand.  Les  ordres  du  i*"",  du  2*,  du  3^,..., 
du  i*^™^  point  fondamental  du  plan  P  seront  désignés  par  /"j,  ;%, 
;'3, .  . . ,  ;•,  5  les  équations  (3)  et  (5)  prendront  donc  la  forme 

(III)  ^r/  =  ,i'-i, 

i 

(V)  ^;.-3(n-i); 

i 

de  même,  5i,  .^2,  53,.  . .,  5,  désigneront  les  ordres  des  points  fonda- 
mentaux de  P',  c'est-à-dire  les  ordres  des  courbes  fondamentales 
de  P,  et  les  équations  (3/ et  (5)'  deviendront 

(III)'  ^,;  =  ;,'_,, 

i 

(V)'  ^,_3.,,_,j_ 

Soit  W;^,-  le  nombre  des  brandies  de  la  i'^™*  courbe  fondamentale 
qui  passait  par  le  y^me  point  fondamental  5  en  vertu  du  théorème 
n°  12,  nous  aurons 

comme  aucun  des  nombres  /•,,  Sj  n'est  plus  grand  que  Ji  —  i ,  aucun 
des  nombres  œ  ne  pourra  être  supérieur  à  «  —  2. 

Les  deux  théorèmes  du  n°  16,  dont  l'un  regarde  l'intersection  de 
deux  courbes  fondamentales  $,  et  <î>,^  par  exemple,  et  l'autre  l'inter- 


(•)  Pour  la  démonstration   de   ce  théorème,   voir  Clebsch,    Zur  Théorie  der  Cre- 
mona'schen  Transformacionen  {Mathem.  Ann.,  t.  IV,  p.  490). 
(')  Ibidem. 
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section  d'une  courbe  fondamentale  ^.  avec  une  courbe  (p  du  réseau 
P,  peuvent  s'exprimer  par  les  formules 

j 

(VII)  \sj0^i,j=nri, 

i 
et  les  formules  analogues  pour  le  plan  P'  sont 

(  ^^i  )'  2^  ^^'-j  "''^■'  ~  ^j^j'  ' 

i 

(VII)'  ^r,c.),v=/i^/. 

Les  courbes  fondamentales  sont  du  genre  zéro  dans  l'un  et  l'autre 
plan^  donc 

(  VIII )  V  ^^'■i^^''i~  '^  —  (  /',  —  T ) (  /-,■  —  1  ) 


( VIII )'  V  '^^'-/^^^'V"'^  =  {Sj  —  l){Sj—  2) ^ 

i 

Le  théorème  du  n**  13,  qui  se  rapporte  au  nombre  des  branches 
des  courbes  fondamentales  qui  passent  par  un  point  fondamental, 
s'exprime  par  les  formules 

(IX)  \    &i,-,y  =  3 /■,•    -  I  , 

J 

(IX)'  ^«,,  =  3.,-i. 

i 

En  faisant  la  somme  du  double  de  (8)  et  de  (9),  on  a 

(X)  r/  +  i  =  ^<; 

de  même, 

(X)'  5; -1-1=^0)=,. 
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23: 


A  = 


&Jj,  CO2J         COj 

W3I  Wsî  <J^3 


et  faisons  le  carré  de  ce  déterminant  ;  en  ayant  égard  aux  équations 

(VI)  et  (X),  ou  aux  équations  (VI)'  et  (X) 


r;  -h  I        r,  r.         r,  r^ 

/'j  l\  /';-+-!  /'2   Tj 

''3''i        ''3 ''2      n-\- 1 


5;   -T-  1 
^3*1 


si  -4-  I 


S\  S^ 

S:.  S, 


,  nous  aurons 


■S'^' 


=  1-4-^.;, 


d'où,  d'après  (III)  et  (III)', 


ou 


C.    Q.   F.    D. 


Ce  qui  a  été  démontré  au  n"  30  revient  à  dire  que,  si  l'on  divise 
le  déterminant  A  au  moyen  de  lignes  horizontales  et  de  lignes  verti- 
cales, de  manière  que  chacun  des  rectangles  ainsi  tracés  ne  ren- 
ferme que  des  lignes  relatives  à  des  r  tous  égaux  entre  eux  et  des 
colonnes  relatives  à  des  s  égaux  entre  eux,  un  quelconque  de  ces 
rectangles  aura  tous  ses  éléments  égaux  (cas  «),  ou  sera  un  carré 
réductible  à  la  forme 


CJ 

Gi 

&J 

&J 

Oi' 

6) 

Oi 

Oi 

W 
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A  tout  groupe  de  /•  ou  de  s  égaux  correspond  un  seul  de  ces 
carrés.  La  valeur  du  carré  supposé  est  (w'  —  w)'"~*,  où  m  est  le 
nombre  de  ses  colonnes  ;  par  suite,  le  déterminant  A  est  divisible 
par  (w' — w)'"~*,  ce  qui  revient  à  dire  que  (w' — w)'"~*  est  un  facteur 

32.  Supposons  maintenant  que  les  deux  plans  P,  P'  coïncident, 
ou  bien  considérons  deux  figures  dans  un  même  plan  qui  se  corres- 
pondent point  par  point,  de  manière  qu'aux  droites  d'une  figure 
correspondent  dans  l'autre  les  courbes  d'ordre  n  d'un  réseau 
[assujetti  aux  conditions  (3),  (5)], 

Les  droites  d'un  faisceau  dans  une  des  figures  et  les  courbes 
correspondantes  de  l'autre  forment  deux  faisceaux  projectifs  -,  par 
suite,  le  lieu  des  intersections  des  lignes  correspondantes  sera  une 
courbe  d'ordre  ;/  +  i ,  passant  /'  fois  par  tout  point  principal  de 
degré  /'  de  la  seconde  figure. 

33.  Quelle  est  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points 
d'une  droite  R  de  la  première  figure  aux  points  homologues  de  la 
seconde?  La  droite  R  est  une  tangente  «-pie  pour  l'enveloppe  en 
question,  à  cause  des  n  points  de  R  homologues  de  ceux  où  R  coupe 
sa  courbe  correspondante  d'ordre  ii.  Tout  autre  point  de  R,  joint  à 
son  homologue,  donne  une  tangente  de  l'enveloppe  5  la  classe  de 
celle-ci  est  donc  ii  -{-  1 . 

34.  Quel  est  le  lieu  des  points  de  la  première  figure  qui,  joints 
aux  points  correspondants  de  la  seconde,  donnent  des  droites  pas- 
sant par  un  point  fixe  p  ?  Le  lieu  passe  par  /?,  parce  que  la  droite 
qui  joint  p  au  point  correspondant  //  passe  par  p.  Menons  ensuite 
par  p  luie  droite  quelconque^  elle  coupera  la  courbe  qui  lui  corres- 
pond dans  la  seconde  figure  en  ?i  points.  Si  l'on  considère  ces  71  points 
comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  leurs  correspondants  ap- 
partiennent au  lieu  cherché,  qui  est,  par  conséquent,  une  courbe 
^£  de  l'ordre  ?i  -\-  1. 

Si  o,.  est  un  point  principal  de  degré  7'  de  la  première  figure,  la 
droite  pOr  contient  /•  points  de  la  seconde  figure  correspondant  à 
Or  'i  donc  le  lieu  ^  passera  /■  fois  par  o^.  Si  o',.  est  un  point  princi- 
pal de  la  seconde  figure,  la  droite  po,.  contient  ;•  points  de  la  pre- 

(')  Clebscu,  loc.  cit. 
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mière  qui  correspondent  à  o^-,  la  courbe  $  passera  par  ces  /•  points, 
c'est-à-dire  par  les  intersections  de  po^  et  de  la  courbe  principale 
qui  correspond  à  o',.. 

Les  points  où  une  droite  R,  considérée  dans  la  première  figure, 
coupe  la  courbe  correspondante  d'ordre  Ji  sont,  dans  la  seconde 
figure,  les  liomologues  de  ceux  de  la  première,  où  R,  considérée 
comme  appartenant  à  la  seconde,  rencontre  la  courbe  qui  lui  cor- 
respond dans  la  première.  Donc  la  courbe  ®  est  aussi  le  lieu  des 
intersections  des  droites  qui  passent  par  /7,  considérées  comme  ap- 
partenant à  la  seconde  figure,  avec  les  courbes  correspondantes  de 
la  première  figure  (32). 

Les  points  liomologues  à  ceux  de  la  courbe  ^,  considérée  dans  la 
première  figure,  sont  sur  une  autre  courbe  (£",  lieu  des  points  de  la 
seconde  figure  qui,  joints  aux  points  correspondants  de  la  première, 
donnent  des  droites  passant  par  p^  ou  encore  lieu  des  intersections 
des  droites  qui  passent  par  p^  considérées  dans  la  première  figure 
avec  les  courbes  correspondantes  de  la  seconde. 

Toute  droite  passant  par  p  coupe  les  deux  courbes  $,  ^  en  deux 
systèmes  de  n  points  correspondants. 

35.  Soient  q  un  autre  point  quelconque  du  plan  et  ^  la  courbe 
qui  dépend  de  q  comme  ^  àc  p .  Les  n  points  où  la  droite  pq^  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  rencontre  la  courbe 
correspondante  de  la  première  appartiennent  évidemment  aux 
deux  courbes  ^,  ^,  comme  aussi  aux  courbes  qui  correspondent 
aux  autres  points  de  la  droite  pq.  Les  deux  courbes  1'  et  ^  se  cou- 
pent, en  outre,  aux  points  fondamentaux  de  la  première  figure,  ce 

qui    donne     \  r  îi:,=  7i- —  i     intersections^    elles    auront    donc 

[n  -{-  i)-  —  n  —  [n-  —  i)  =  7i  +  2  autres  points  communs,  et  cha- 
cun de  ces  derniers  points,  joint  au  point  homologue  de  la  seconde 
figure,  doit  donner  une  droite  passant  par/;  aussi  bien  que  par  q. 
Ces  7z  -h  2  points  coïncident  nécessairement  avec  leurs  propres 
correspondants,  c'est-à-dire  que  le  système  des  deux  figures  admet 
7Z  -f-  2  points  doubles. 

Toutes  les  courbes  analogues  à  ^  et  ^  et  relatives  aux  points  du 
plan  foz^ment  un  réseau 5  car  elles  ont  en  commun  les  points  fon- 
damentaux de  la  première  figure  et  les  points  doubles  du  système. 
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ce  qui  équivaut  à 

V  '  ('  -^  0  (W  -t-  I  )  (71  -h  4) 

> —  y.i    ■+-    7t  4-  2  = 2 

^2  2 

conditions  communes. 

36.  Supposons  de  nouveau  que  les  deux  plans  P  et  P'  ne  coïnci- 
dent pas,  et  soient  deux  points  fixes  ?:,  v!  dans  l'espace.  Joignons  tz  à 
un  point  quelconque  a  du  plan  P,  et  ti'  au  point  correspondant  d 
du  plan  P'.  Si  le  point  a  parcourt  tout  le  plan  P,  les  droites  Tra,  Ti'ri' 
engendrent  deux  gerbes  coniques  (^)  ayant  entre  elles  une  relation 
telle,  qu'à  une  droite  quelconque  de  l'une  correspond  une  droite 
déterminée  (et  généralement  unique)  de  l'autre,  et  qu'tà  un  plan 
d'une  des  gerbes  correspond  dans  l'autre  un  cône  d'ordre  n  :  tous 
les  cônes  analogues  d'une  gerbe  qui  correspondent  aux  plans  de 
l'autre  ont  en  commun  un  certain  nombre  ai[i  =  i ,  2, .  .  . ,  «  —  i) 
de  génératrices  i'-ples,  où  les  nombres  a,-  satisfont  aux  questions  (3) 
et  (5). 

Si  les  deux  gerbes  coniques  (tt),  (::')  sont  coupées  par  un  plan 
transversal  quelconque,  nous  obtiendrons  dans  ce  plan  deux  figures 
qui  se  correspondront  point  par  point,  de  manière  qu'aux  droites 
de  l'une  correspondront  dans  l'autre  des  courbes  d'ordre  «5  et 
comme  le  système  de  ces  deux  figures  admet  7î  -4-  2  points  doubles, 
il  s'ensuit  que  le  lieu  des  points  où  se  coupent  les  rayons  homolo- 
gues de  deux  gerbes  coniques  (tt),  (tt')  est  une  courbe  gauche  d'or- 
dre 7Z  +  2.  Il  est  évident  que  cette  courbe  passe  par  les  points 
71,  tt',  et  y  est  tangente  aux  droites  qui  correspondent  à  tttt'  considé- 
rée comme  appartenant  d'abord  à  la  gerbe  (tt),  puis  à  la  gerbe  (tt'). 

Si  o,.  est  un  point  principal  de  degré  r  de  la  première  figure  dans 
P,  au  rayon  T.  Or  correspondra  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point 
tt'  et  pour  base  la  courbe  principale  d'ordre  7'  qui  correspond  dans 
P'  à  Or  5  les  r  intersections  de  ce  cône  et  de  la  droite  tto^  seront  des 
points  de  la  courbe  gauche.  Cette  courbe  a  donc  r  +  i  points  sur 
le  rayon  tto^  et  autant  sur  le  rayon  tt'o^.,  si  o,.  est  un  point  princi- 
pal de  degré  r  de  la  seconde  figure. 


(')  Scrahlenbiindel  des  Allemands  (v.  Staudt,  Géométrie  der  Lage,  p.  4;  Nûrnberg, 
1847). 
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37.  Nous  arriverions  aux  mêmes  résultats  en  posant  la  question 
comme  il  suit  :  Quel  est  le  lieu  d'un  point  a  du  plan  P  tel  que  le 
rayon  iza  rencontre  son  homologue  Tt'a'?  Si  d'  est  l'intersection  du 
plan  P  avec  la  droite  Tr'rt',  les  points  ce'  formeront  une  troisième 
figure  ayant  avec  la  première  (formée  des  points  a)  la  même  cor- 
respondance que  celle  qui  existe  entre  la  première  et  la  seconde 
(formée  des  points  ci).  D'ailleurs,  si  les  rayons  Urt,  r! d  se  ren- 
contrent, les  points  «,  d' doivent  être  en  ligne  droite  avec  le  point  p 
où  la  droite  ttt:'  rencontre  le  plan  P  ;  donc  le  lieu  du  point  a,  ou 
la  perspective  de  la  courbe  gauche  sur  le  plan,  l'oeil  étant  en  ?:, 
est  la  courbe  P  relative  au  point  p  (34),  lieu  des  intersections  des 
droites  qui  passent  par  p  considérées  comme  appartenant  à  la 
troisième  figure  avec  les  courbes  correspondantes  d'ordre  n  de  la 
première. 

Enfin,  en  appliquant  à  la  courbe  gauche  les  formules  connues  de 
Cayley  (^),  on  trouve  : 

1°  Qu'elle  a  16  (/z —  i)  points  d'inflexion  (points  ou  le  plan  os- 
culateur  est  stationnaire)  -, 

2°  Que  ses  tangentes  forment  une  développable  de  l'ordre  t\n.^ 
de  la  classe  3(3  n  —  2),  douée  d'une  courbe  nodale  de  l'ordre 
%n[n  —  i)  ; 

3°  Que  ses  plans  bitangents  enveloppent  une  développable  de  la 
classe  8  (7z  —  \Y\ 


I 


4°  Que  -  {jî^  —  n~\-  2)  cordes  de  la  courbe  passent  par  un  point 
quelconque  de  l'espace  5 

5°   Qu'un  plan  quelconque   renferme    -  (81  «' — 16972-1-90) 

tangentes  doubles  de  la  développable  osculatrice,  etc. 

Enfin  la  courbe  gauche  est  du  genre  n  —  i . 

Les  transformations  géométriques  des  figures  planes  ont  été  étu- 
diées par  plusieurs  géomètres  depuis  les  travaux  de  M.  Cremona-, 
il  convient  de  citer  d'une  manière  particulière  un  beau  théorème, 
dû  à  M.  Max  Nôther,  dont  voici  l'énoncé  :  «  Toute  transformation 
birationnelle  d'ordre  n  des  figures  planes  est  décomposable  en 
transformations  du  second  ordre.  » 

(')  Journal  de  LiouviUe,  t.  X,  p.  2^5. 
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Liste  des  Mémoires  sur  les  transformations  géométriques  des  figures  planes 
postérieurs  à  ceux  de  M.  Cremona. 

Cayley.  —  A  Memoir  on  the  rational  Transformation  between  two  spaces  [Pro- 
ceedings  of  the  London  Mathem.  Society,  vol.  III,  1870,  p.  i36). 

NÔTHER.  —  Ueber  Flachen,  welche  Schaaren  rationaler  Curven  besitzen  {Ma- 
them. Annalen,  t.  III,  1870,  p.  164). 

RosANES.  —  Ueber  diejenigen  rationalen  Substitutionen,  welche  eine  rationale 
Umkehrung  zulassen  [Journal  de  Crelle-Borchardt ,  t.  73,  1871). 

Clebscii.  —  Zur  Théorie  der  Cremona'schen  Transformationen  [Mathem.  An- 
nalen, t.  IV,  1871,  p.  490)' 

NoTHER.  —  Zur  Théorie  der  eindeutigen  Ebenentransformationen  [Mathem. 
Annalen,  t.  V,  1872,  p.  635). 

Samuel  Roberts.  —  On  Professer  Cremona's  Transformation  between  two 
planes. . .  [Proceedings  of  the  London  Mathem.  Society,  vol.  IV,  121,  année 

1872). 

28  juin  iS-jS. 

Ed.  Dewulf. 
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MAXWELL  (J.-C),  Professor  of  expérimental  Physics  in  the  University  of 
Cambridge.  —  A  Treatise  on  Electricitv  and  Magnetism.  Oxford,  at  the 
Clarendon  Press. 

THOMSON  (Sir  W.)  —  Papers  on  Electrostatics  and  Magnetism.  London, 
Macmillan  &  Co.,  1872  (Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  24  fr.  25)  ('  ). 

La  théorie  de  l'électricité  et  celle  du  magnétisme,  métliodique- 
inent  exposées  depuis  la  description  des  expériences  les  plus  sim- 
ples jusqu'à  la  discussion  des  hypothèses  les  plus  hardies,  est  une 
œuvre  de  grande  importance.  Le  nom  justement  célèhre  de  l'auteur 
qui  l'a  entreprise  ajoute  à  l'intérêt  de  cette  publication,  dont  le  Jour- 
nal des  Savants  doit  l'annonce  à  ses  lecteurs. 

Les  diverses  parties  de  la  grande  théorie  que  M.  Maxwell  a  voulu 
exposer  ont  donné  lieu,  depuis  un  siècle,  à  d'admirables  travaux. 
L'analyse  mathématique,  appliquée  à  chaque  groupe  de  questions, 
a  pu,  pour  chacun  d'eux,  rattacher  tous  les  faits  à  des  principes 
pi'écis,  que  l'on  aurait  sans  doute  acceptés  comme  certains,  s'ils 
avaient  pu  se  fondre  et  s'accorder  entre  eux.  Malheureusement  les 
tentatives  produites  sont  loin  d'avoir  atteint  ce  but  difficile,  et  nous 
avons  montré,  dans  un  article  du  Journal  des  Sa^'anlSj  jusqu'où, 
sur  ce  terrain  dangereux,  des  savants  illustres  ont  poussé  l'oubli  de 
la  rigueur  et  de  la  précision.  Leurs  recherches  signalent  dans  la 
Science  une  lacune  qu'elles  ne  comblent  pas  ;  de  là  d'insurmon- 
tables difficultés  pour  l'auteur  d'un  Livre  tel  que  celui  de  M.  Maxw^ell. 
Comment,  en  effet,  exposer  dogmatiquement  une  Science  qui  n'est 
pas  faite.?  La  seule  prétention  du  plus  hardi  doit  être  de  montrer  et 
de  préparer  le  terrain,  et  cela  peut  suffire  au  succès  d'un  Livre. 
Celui  de  M.  Maxw^ell,  avidement  accueilli  sur  le  Continent  aussi 
bien  qu'en  Angleterre,  rendra  certainement  à  la  Science  un  service 
universellement  apprécié,  et  les  difficultés  mêmes  que  suggère  sa 
lecture  seront  l'occasion  d'eflbrts  nouveaux,  que  plus  d'un  Chapitre 
de  ce  Livre  pourra  utilement  diriger. 

M.  Maxwell  a  puisé  à  toutes  les  sources.  Sur  aucun  point  cepen- 

('  )  Extrait  du  Journal  des  Savants. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron,,  t.  V.  (Décembre  1873.)  '" 
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dant  il  ne  s'est  borné  au  rôle  de  copiste  ou  d'abréviateur.  Il 
imprime  aux  théories  qu'il  expose  un  cacliet  original  et  uniforme  -, 
et  si,  après  l'avoir  étudié,  on  doit  encore  consulter  avec  profit  les 
inventeurs  auxquels  il  renvoie  lui-même,  il  est  juste  d'ajouter  que 
le  lecteur  le  plus  familier  avec  ces  difliciles  études  rencontrera  dans 
son  Livre,  sur  les  points  qu'il  connait  le  mieux,  avec  des  rappro- 
chements lumineux  et  imprévus,  des  résultats  importants  et  nou- 
veaux. 

Ce  que  M.  Maxwell  a  fait  pour  Ampère,  Poisson,  Green,  Neu- 
mann,  sir  W.  Thomson,  et  autres  créateurs  illustres  de  la  théorie 
de  l'électricité,  il  ne  s'olFensera  pas  qu'on  soit  tenté  de  le  faire  pour 
chaque  Chapitre  de  son  Ouvrage  :  c'est  un  reproche  et  une  louange 
à  la  fois;  mais  l'un  s'adresse  à  l'état  actuel  de  la  Science,  c'est  à 
l'auteur  lui-même  qu'il  est  juste  de  renvoyer  l'autre. 

M.  Maxwell  cherche  avec  ardeur  et  invente  avec  hardiesse.  Le 
lecteur  qui,  dans  un  Traité  didactique,  exigerait  la  perfection  clas- 
sique, la  rigueur  des  définitions,  renchainement  sévère  des  consé- 
quences et  le  rejet  de  toute  conjecture  hasardée,  pourra,  presque 
à  chaque  page,  élever  de  sérieuses  objections;  la  critique  sur  de 
tels  sujets  est,  en  effet,  inséparable  de  l'étude,  et  M.  Maxwell  le 
sait  trop  bien  pour  s'étonner  que,  même  dans  la  revue  rapide  d'une 
partie  seulement  de  son  Ouvrage,  la  plus  grande  part  soit  faite  aux 
difficultés  et  au  doute.  Si,  moins  désireux  d'être  utile  au  lecteur, 
nous  avions  cherché  seulement  l'occasion  de  louer  avec  justice,  la 
tâche  eut  été  plus  facile  et  l'article  plus  long. 

Nous  commencerons  par  un  reproche  qui  n'a  rien  de  grave,  et 
qu'une  connaissance  plus  complète  des  habitudes  de  l'enseignement 
en  Angleterre  nous  conduirait  peut-être  à  atténuer  encore.  L'Ou- 
vrage de  M.  Maxwell  suppose  chez  le  lecteur  une  connaissance  ap- 
profondie des  Mathématiques;  c'est  une  nécessité  du  sujet.  Pour- 
quoi alors,  en  s'adressant  aux  géomètres,  qui  seuls  peuvent  le  lire, 
leur  rappeler,  dans  une  courte  introduction,  des  principes  et  des 
règles  qu'ils  ne  peuvent  ignorer?  Le  style  rapide  et  bref,  inévitable 
dans  une  telle  revue,  peut  causer  une  certaine  défiance;  faudra-t-il, 
dans  la  suite  du  Livre,  continuer  à  comprendre  à  demi-mot.'^  La 
crainte,  malheureusement  fondée,  est  justifiée  dans  plus  d'un 
passage. 

La  définition  et  la  dépendance  des  diverses  unités  sont  rapportées 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.       243 

au  début  du  premier  Chapitre.  M.  Maxwell  les  déduit  toutes  de 
celles  de  longueur,  de  temps  et  de  masse;  à  la  dernière,  nous  sub- 
stituons habituellement  celle  de  force.  Peu  importe,  puisque  nous 
admettons  comme  lui  que  l'unité  de  force,  appliquée  à  l'unité  de 
masse,  produit  l'unité  d'accélération  5  il  y  a  cependant  une  erreur 
de  fait  à  dire  qu'en  France  l'unité  de  masse  est  celle  d'un  kilo- 
gramme. Le  kilogramme  est  pour  nous  l'unité  de  force. 

Une  telle  inadvertance  est  insignifiante  5  mais,  pour  faire  com- 
prendre la  portée  du  reproche  que  nous  adressons  à  l'auteur,  nous 
signalerons  surtout,  à  la  fin  de  l'Introduction,  le  paragraphe  [20]  : 
On  thé  eff'ect  ofthe  operatoi'  ^  on  a  'vector  function,  qui,  en  exi- 
geant du  lecteur  la  théorie  fort  peu  répandue  d'Hamilton  sur  les 
quaternions,  indique  l'extension  de  ce  signe  au  cas  où  la  fonction  à 
laquelle  on  l'applique  est  du  geure  des  grandeurs  que  Fauteur 
nomme  vector,  c'est-à-dire  quand  elle  est  en  chaque  point  définie 
en  grandeur  et  en  direction.  Peu  de  lecteurs,  je  crois,  pourront 
apprendre  dans  le  Livre  de  M.  Maxwell  la  signification  qu'il  at- 
tache, dans  ce  cas,  au  signe  y  cp,  et  n'y  trouveront  pas  même  l'indi- 
cation précise  du  passage  auquel  il  faut  recourir,  dans  les  huit  cents 
pages  du  Livre  d'Hamilton. 

Avant  de  commencer  par  lui-même  l'étude  théorique  de  l'électri- 
cité, le  savant  auteur  a  voulu,  il  nous  l'apprend  dans  sa  Préface, 
étudier  les  belles  recherches  expérimentales  de  Faraday,  qui  sont 
restées,  sur  presque  tous  les  points,  son  appui  et  son  guide  :  «  Beforc 
))  1  began  ihe  study  of  electricity,  I  resolved  to  read  no  mathematics 
))  on  tlie  subject,  till  I  had  fîrst  read  through  Faraday's  experi- 
))  mental  researches.  » 

L'expérience,  assurément,  doit  être  la  base  de  toute  théorie,  et 
l'on  peut  même.  Faraday  l'a  prouvé,  obtenir,  par  son  seul  secours, 
des  résultats  aussi  admirables  qu'imprévus,  des  théorèmes  aussi  fé- 
conds que  précis.  11  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'une  théorie  mathé- 
matique dans  laquelle  l'expérience  intervient  ne  saurait  être  parfaite 
et  définitive-,  tous  les  faits  connus,  cela  va  sans  dire,  doivent  s'ac- 
corder avec  les  conséquences  des  principes,  et  le  moindre  d'entre 
eux  peut  renverser  une  théorie,  s'il  est  prouvé  qu'il  lui  soit  formel- 
lement contraire  5  mais,  dans  l'enchaînement  des  conséquences,  le 
raisonnement  seul  doit  intervenir.  La  loi  des  attractions  astronomi- 
ques repose  sur  l'observation  ;  mais,  une  fois  admise,  elle  doit  seule 

16. 
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régir  tous  les  détails,  et,  si  exactes  que  soient  les  Tables  d'une  pla- 
nète, la  théorie  n'est  pas  considérée  comme  faite  lorsque  l'obser- 
vation intervient  pour  les  corriger.  La  théorie  de  l'électricité  sta- 
tique, créée  par  Coulomb,  a  atteint,  grâce  aux  travaux  de  Poisson, 
de  George  Green  et  de  W.  Thomson,  une  perfection  presque  égale. 
Les  fluides  électriques  se  meuvent  librement  dans  les  conducteurs 
métalliques,  dont  chaque  molécule  renferme  des  réservoirs  inépui- 
sables et  égaux  de  l'un  et  de  l'autre.  Les  molécules  d'un  même  fluide 
se  repoussent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  et  attirent, 
suivant  la  même  loi,  celles  de  nom  contraire  :  tels  sont  les  seuls 
principes  sur  lesquels  repose  aujourd'hui  l'admirable  théorie  de 
l'électricité  statique  ^  ils  permettent  de  prévoir  et  d'expliquer  tous 
les  faits  connus,  jusque  dans  leurs  plus  minutieux  détails  ;  un  pro- 
fesseur aussi  éminent  que  M.  Maxwell  ne  l'ignore  pas  assurément, 
et,  cependant,  si  nous  l'avons  rappelé,  c'est  qu'il  n'a  pas  jugé  utile 
de  l'apprendre  à  ses  lecteurs. 

Entrons  dans  le  détail.  Le  premier  des  Chapitres  relatifs  à  l'élec- 
tricité statique  rapporte  d'admirables  expériences  de  Faraday,  dont 
la  réunion  forme  une  théorie  expérimentale  très-nette  et  à  peu  près 
complète,  qui  résout  plusieurs  beaux  problèmes,  devant  lesquels 
sans  doute  les  plus  éminents  disciples  de  Coulomb  auraient  reculé  ; 
mais  ces  expériences,  Poisson,  Green  et  M.  Thomson  l'ont  montré 
depuis  longtemps,  n'en  sont  pas  moins  les  conséquences  nécessaires 
de  la  théorie  admise,  dont  elles  forment  une  confirmation  nouvelle. 
Pourquoi  M.  Maxwell  les  présente-t-il  comme  des  lois  indépen- 
dantes, incontestables,  puisque  l'expérience  les  démontre,  et  qui 
lui  servent  d'auxiliaires  dans  les  démonstrations  .f^  C'est  c[ue,  par 
un  sentiment  d'admiration  fort  respectable,  il  s'efforce  d'admettre 
la  théorie  de  son  illustre  compatriote,  en  repoussant  les  principes 
simples  et  féconds  que  nous  venons  de  rappeler.  M.  Maxwell  s'ef- 
force, disons-nous,  d'adopter  les  hypothèses  de  Faraday,  malgré  sa 
science,  en  elfet,  et  sa  très-grande  habileté  d'analyste,  les  principes 
proposés  sont  trop  vagues  pour  qu'il  en  puisse  faire  sortir  une 
théorie  précise.  L'action,  suivant  Faraday,  ne  s'exerce  pas  à  dis- 
tance, les  molécules  contigucs  agissent  seules,  et  les  corps  non  con- 
ducteurs, qu'il  nomme  diélectriques,  transmettent  les  actions  sui- 
vant des  lignes  de  force  qui,  en  général,  ne  sont  pas  droites,  à  peu 
près  comme  une  corde,  par  l'intermédiaire  de  poulies,  transmet 
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l'action  d'un  poids  suspendu  à  son  extrémité.  Le  milieu,  dans  la 
direction  de  ces  lignes,  éprouve  une  tension  et,  dans  la  direction 
perpendiculaire,  c'est  une  pression  qui  s'exerce,  comme  si  chaque 
ligne  de  force  repoussait  les  voisines.  On  ne  dit  pas  comment  le 
milieu  diélectrique  doit  agir  pour  transmettre  à  la  fois,  quand  il  y  a 
lieu,  dans  la  même  direction,  des  attractions  et  des  répulsions.  De 
telles  hypothèses,  qu'elles  soient  ou  non  exactes,  manquent  évi- 
demment de  la  précision  nécessaire  pour  servir  à  la  solution  ma- 
thématique du  moindre  problème  ;  l'introduction  du  potentiel  qui 
figure  dans  les  raisonnements  de  M.  Maxvi^ell  ne  s'y  rattache  ni 
directement  ni  indirectement.  Le  potentiel,  c'est  la  définition 
adoptée,  est  le  travail  qu'il  faut  exercer  sur  une  molécule  pour 
l'amener  d'une  distance  infinie  à  sa  position  actuelle  5  mais,  si  les 
actions  ne  s'exercent  pas  à  distance,  si  les  forces  ne  varient  pas  sui- 
vant la  distance  à  des  centres  fixes  ou  mobiles,  pourquoi  le  potentiel 
ainsi  défini  est-il  indépendant  de  la  route  suivie  par*  la  molécule  P 
Pourquoi  satisfait-il  à  l'équation  yV  =  oP  Pourquoi,  dans  l'in- 
térieur d'un  milieu  diélectrique,  la  valeur  yV  est -elle  propor- 
tionnelle à  la  densité  ?  M.  Maxwell,  en  traitant  ces  questions,  parle 
et  raisonne  comme  s'il  admettait  la  loi  de  Coulomb,  et  l'on  pour- 
rait citer  non-seulement  des  pages,  mais  des  Chapitres  entiers  qui 
n'auraient  sans  cela  aucun  sens. 

Les  diverses  parties  de  la  théorie  de  l'électricité  sont  malheureu- 
sement trop  indépendantes  les  unes  des  autres  pour  qu'un  lecteur 
empressé  de  prendre  connaissance  du  Livre  croie  nécessaire  de 
commencer  par  le  premier  Chapitre.  Si,  désireux  d'étudier  d'abord 
l'électricité  dynamique,  il  ouvre  le  premier  Volume  à  la  page  aSp, 
il  éprouvera  quelque  surprise  en  lisant  [246]  :  «  Si  nous  définis- 
»  sons  le  potentiel  d'un  vaisseau  conducteur  creux  comme  étant 
M  celui  de  l'air  intérieur  au  vaisseau,  nous  pourrons  déterminer  le 
»  potentiel  par  le  moyen  d'un  électromètre.  » 

La  considération  du  potentiel  étant  notoirement  la  base  des  plus 
beaux  travaux  accomplis,  depuis  trente  ans,  sur  les  théories  expo- 
sées dans  le  premier  Volume,  comment  se  fait-il  qu'à  la  page  209 
on  ait  conservé  le  droit  de  le  définir,  et  que  la  définition  paraisse 
assez  indifférente  pour  qu'on  en  laisse  en  quelque  sorte  le  choix  au 
lecteur.?  La  définition  s'accorde,  il  est  vrai,  avec  celle  qui  a  été  pro- 
posée au  début  du  Livre,  mais  à  la  condition  que  le  vase  soit  com- 
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plétement  fermé;  le  tliéorème,  d'ailleurs,  devrait  être  démontré  et 
non  admis  à  titre  de  définition. 

Sur  un  terrain  aussi  mal  défini,  on  ne  saurait  marcher  avec  fer- 
meté, et,  si  nous  avons  le  droit  et  le  devoir  de  signaler  le  Livre  de 
M.  Maxwell  comme  très-utile  et  très-remarquable,  c'est  que,  par 
une  heureuse  contradiction,  l'hypothèse  des  lignes  de  force,  agis- 
sant par  leur  tension,  que  l'auteur  veut  admettre,  n'y  joue  en  réalité 
qvi'un  très-petit  rôle. 

La  théorie  ordinaire  a  été,  il  faut  l'avouer,  fortement  ébranlée 
par  une  difficulté  qui  a  conduit  Faraday  à  l'abandonner  5  mais  rien 
ne  prouve  qu'une  étude  plus  approfondie,  une  hypothèse  nouvelle 
adjointe  et  non  sul3stituée  à  celle  de  Coulomb  ne  permettront  pas 
de  tout  concilier.  Les  beaux  travaux  de  M.  Gaugain,  en  faisant 
intervenir  un  élément  nouveau,  la  durée  des  préparatifs  d'une  ex- 
périence, atténuent  déjà  considérablement  les  difficultés  produites 
par  les  expériences  de  Faraday. 

Quand  deux  lames  conductrices  sont  séparées  par  un  milieu 
isolant,  l'une  d'elles  étant  en  communication  avec  une  source  élec- 
trique, l'autre  avec  le  sol,  des  couches  électriques  de  sens  contraire 
s'accumulent  sur  les  deux  surfaces  qui  touchent  la  lame  isolante,  et 
la  théorie  de  Coulomb,  en  expliquant  le  phénomène,  permet  d'en 
calculer  le  détail.  Dans  cette  théorie,  les  propriétés  spéciiiques  de 
la  substance  qui  sépare  les  armatures  ne  jouent  malheureusement 
aucun  rôle  5  elle  est  considérée  comme  une  barrière  infranchissable 
à  l'électricité,  et  qu'elle  soit  de  verre,  de  gutta-percha,  de  résine 
ou  d'air,  cela  ne  change  rien  aux  formules.  Faraday,  par  des  expé- 
riences répétées,  a  montré  l'importance  de  cet  élément  négligé 
avant  lui.  La  théorie  qui  n'en  tient  pas  compte  est  donc  incomplète  5 
faut-il,  pour  cela,  tout  changer?  Si  la  substance  isolante  ou  diélec- 
trique exerce  une  iniluence  sur  la  charge  d'une  bouteille  de  Lcyde, 
elle  doit  subir  l'action  de  l'électricité  sur  laquelle  elle  réagit  5  les 
molécules  qui  ne  conduisent  pas  l'électricité  sont  donc  inlluencées 
(polarisées)  par  elle.  C'est  une  circonstance  nouvelle  dont  il  faut 
tenir  compte,  une  difficulté  de  plus  dans  le  problème-,  mais  ne 
suffit-il  pas  d'admettre,  comme  l'ont  fait  divers  savants,  que  chaque 
molécule  non  conductrice  se  comporte  connue  une  molécule  ma- 
gnétique dans  laquelle  les  liuides  se  séparent,  sans  pouvoir  la  quitter 
et  charger  les  molécules  voisines  ? 
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Un  savant  italien,  îMossotti ,  a  suivi  cette  indication  et,  en  adop- 
tant les  méthodes  de  Poisson  dans  ses  Etudes  sur  le  magnétisme^ 
il  a  produit,  sur  la  théorie  des  substances  diélectriques,  des  calculs 
souvent  cités  depuis.  La  lecture  de  son  Mémoire,  inséré,  en  1846, 
dans  le  tome  XXR'  des  Mémoires  de  la  Société  Italienne  siégeant 
à  Modène,  peut  produire  une  certaine  sui^prise  \  les  conclusions  de 
l'auteur  sont,  en  eilet,  sans  qu  il  le  dise  explicitement,  en  désaccord 
complet  avec  Faraday,  et  son  Mémoire  serait,  par  conséquent,  la 
condamnation  du  principe  cjui  y  est  admis.  Mossotti  ne  trouve, 
eu  effet,  aucune  influence  aux  molécules  polarisées.  Tl  introduit 
dans  ses  formules  les  termes  qui  résultent  de  leur  action^  mais  il 
trouve  que  ces  termes  se  détruisent  à  la  fin,  et  il  ne  faut  pas  même 
affa^mer,  comme  il  le  fait,  que,  d'après  son  analyse,  la  polarisation 
des  molécules  diélectriques  transmet  l'action  des  couches  électrisées 
pour  produire  l'action  à  distance.  Une  telle  transmission  ne  résulte 
nullement  de  la  théorie  de  Mossotti  ;  les  molécules  électriques,  dans 
son  calcul,  sont  supposées  agir  à  distance,  comme  dans  la  théorie 
de  Coulomb  \  à  cette  action,  il  adjoint  celle  des  atmosphères  élec- 
triques polarisées  dans  l'intérieur  du  corps  isolant  et  il  croit  prou- 
ver que  les  termes  introduits  par  elle  se  détruisent-,  il  doit  donc 
affirmer  que  cette  polarisation  n'agit  pas,  non  qu'elle  soit  la  cause 
et  l'origine  des  actions  qui  subsistent  et  qui  ont  été  admises  a  priori, 
indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  la  composition  du  milieu 
diélectrique. 

M.  Maxwell,  qui  n'entre,  à  ce  sujet,  dans  aucun  détail,  dit  : 
«  Thus  Mossotti  lias  deduced  tlie  mathematical  tlieory  of  dielectrics 
))  from  the  ordinary  theory  of  attraction.  »  Il  ne  semble  pas  que  la 
lecture  du  Mémoire  de  Mossotti  puisse  justifier  cette  appréciation. 

M.  Thomson  traite  rapidement  cette  importante  question  (^Pa- 
pers  on  Electrostatics,  p.  23  àSj).  Ses  conclusions  s'accordent 
avec  les  expériences  de  Faraday;  la  présence  d'un  milieu  diélec- 
trique, sans  changer  la  loi  des  phénomènes,  multiplie  la  densité 
sur  chaque  surface  par  un  facteur  spécifique  variable  d'une  sub- 
stance à  l'autre.  Malgré  toute  la  confiance  que  doit  inspirer  une 
assertion  de  sir  W.  Thomson,  il  est  impossible  de  ne  pas  remar- 
quer que,  d'après  la  déclaration  même  de  l'illustre  géomètre  de 
Glasgow,  c'est  à  Poisson  qu'il  emprunte  sa  démonstration,  et  Pois- 
son, dans  ses  Mémoires  sur  le  magnétisme,  s'est  trop  notoirement 
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écarté  de  la  rigueur  pour  que  l'on  puisse  accepter,  sans  une  sévère 
révision,  les  résultats  ou  les  conséquences  déduits  de  ses  principes. 
Dans  son  premier  Mémoire,  par  exemple,  en  considérant  un  corps 
magnétique  comme  composé  de  molécules  recouvertes  chacune  des 
fluides  boréal  et  austral  en  quantités  égales,  Poisson,  dans  le  calcul 
de  l'action  exercée  sur  un  point  intérieur  à  l'une  d'elles,  croit  pou- 
voir négliger  les  effets  des  molécules  voisines  !  C'est  le  calcul  ainsi 
simplifié  par  la  suppression  de  la  partie  la  plus  difficile  à  évaluer 
dans  les  intégrales  qui  le  conduit  à  aliirmer,  pour  les  molécules, 
une  loi  de  polarisation  qui  sert  de  base  aux  démonstrations  ulté- 
rieures-, chaque  molécule  doit  agir  sur  les  points  de  son  intérieur 
avec  une  force  constante  en  intensité  et  en  direction,  et  sur  les 
points  éloignés  comme  une  aiguille  aimantée  infiniment  courte,  di- 
rigée dans  le  sens  de  cette  action  intérieure  5  une  telle  aiguille  peut 
être  remplacée  par  trois  composantes  a,  j3,  y,  c'est-à-dire  par  trois 
aiguilles  parallèles  aux  axes  dont  les  moments  sont  les  projections 
de  celui  de  l'aiguille  résultante.  Poisson  affirme  et  croit  démontrer 
que  ces  composantes  satisfont  nécessairement  à  l'équation  qui  définit 
la  distribution  nommée,  par  M.  Thomson,  solénoïdale .  Il  en  ré- 
sulte que  l'action  du  magnétisme  sur  un  point  extérieur  est  iden- 
tique à  celle  d'une  couche  infiniment  mince  qui  recouvrirait  la 
surface  5  mais  cette  conclusion,  qui  joue  un  rôle  capital  dans  la 
théorie,  est  subordonnée  à  l'exactitude  de  l'équation  qui  exprime 
l'état  solénoïdal,  et  dont  la  démonstration  suppose  que  l'on  néglige, 
dans  l'étude  de  chaque  molécule,  l'action  de  celles  qui  sont  voisines. 
Il  peut  sembler  injuste  d'insister,  en  critiquant  un  auteur,  sur  une 
erreur  que  lui-même  a  reconnue  et  signalée  ;  mais  la  déclaration 
expresse  de  Poisson,  insérée  dans  un  Mémoire  postérieur,  est  loin 
d'être  suffisante  5  il  semble,  en  effet,  en  la  lisant,  qu'il  rectifie  un 
détail  dans  l'énoncé  duquel  une  inadvertance  a  été  commise,  et  non 
qu'il  condamne,  sans  y  rien  substituer,  la  base  de  toute  son  analyse. 
Tout  repose,  en  effet,  sur  ce  principe  que  la  couche  de  fluide  qui 
recouvre  une  molécule  exerce  sur  les  points  intérieurs  une  action 
constante  de  grandeur  et  de  direction.  Cette  action,  remarquons-le, 
doit  être  d'intensité  finie  \  il  en  sera  donc  de  même  de  l'action  exer- 
cée sur  les  points  extérieurs  infiniment  voisins,  et  ce  sont  ces  ac- 
tions finies,  en  nombre  infini,  que  l'on  veut  négliger,  en  alléguant 
une  compensation  fortuite  qui  doit  s'établir  entre  elles  !  On  doit  re- 
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marquer  que,  en  considérant  deux  molécules  placées,  de  part  et 
d'autre  d'une  troisième,  suivant  la  même  ligne  droite,  leurs  actions 
sur  un  point  de  la  molécule  intermédiaire  s'ajoutent  et  ne  se  retran- 
chent pas.  Supposons,  en  effet,  une  ligne  verticale  de  molécules,  et 
la  polarisation  telle  que  le  fluide  positif  soit  concentré  vers  le  bas 
de  chacune  d'elles  et  le  fluide  négatif  vers  le  haut;  considérons  un 
point  intérieur  de  l'une  d'elles;  l'action  sur  une  molécule  positive 
placée  en  ce  point  sera  dirigée  vers  le  bas,  et  égale  à  la  somme  des 
actions  séparées  de  toutes  les  molécules  placées  au-dessus  ou  au- 
dessous  d'elle.  Les  premières,  en  eiîet,  repousseront  la  molécule 
considérée,  et  les  secondes  l'attireront  de  manière  à  agir  toutes  dans 
le  même  sens  ;  on  n'a  donc  aucun  droit  de  négliger  ces  actions.  Il 
est  impossible  de  ne  pas  ajouter  que,  en  acceptant  ces  principes,  on 
retrouve  aisément  les  résultats  annoncés  par  M.  Thomson,  qui  dé- 
coulent, comme  il  le  déclare,  de  l'analyse  de  Poisson,  dont  il  semble 
difficile  de  ne  pas  faire  peser  sur  eux  les  intolérables  licences. 

Peut-être  ne  jugera-t-on  pas  absolument  inutile  d'insister  sur  un 
point  aussi  important,  qui  n'a  pas  attiré  l'attention  de  tous  les  au- 
teurs qui  ont  reproduit  le  travail  de  Poisson.  Citons  particulière- 
ment l'Ouvrage  justement  classique  de  M.  Lamont  :  Handbuch  des 
Magnetismus  [Allgeineine  Encjclopâdie  der  Physîk,  XV.  Band, 
Leipzig,  1867).  On  y  trouve  (p.  i65)  la  théorie  de  Poisson  repro- 
duite, avec  l'assertion,  sans  laquelle  il  serait  d'ailleurs  impossible 
de  l'exposer,  qu'il  est  permis  de  négliger  sur  une  molécule  l'action 
de  toutes  celles  qui  en  sont  voisines  :  «  Weil  sie  sâmmtlich  nacli 
))  gleicher  Richtung  magnetisirt  sind  und  bezûglich  entgcgenge- 
»  setzte  Lagen  haben,  sich  aufhebcn  mûssen.  .  .  ,  so  bleibt  in  dem 
»  ganzen  kugelfôrmigen  Raum  nur  die  Anziehung  desjenigen  Mo- 
»  leculs,  in  w^elchem  der  Punct  P  sich  befindet,  zu  berûcksichtigen 
»  ûbrig.  )) 

M.  Maxwell  lui-même,  sans  se  prononcer  sur  la  démonstration 
de  Poisson,  en  accepte  le  résultat,  qu'il  cherche  à  établir  par  une 
voie  différente.  C'est  au  Chapitre  II  du  second  Volume,  Magnedc 
force  and  magnetic  induction,  qu'est  proposée  cette  méthode, 
complètement  inacceptable  suivant  moi.  La  définition  même  de 
l'induction  magnétique  doit  exciter  tout  d'abord  la  défiance  d'un 
lecteur  attentif.  Pour  définir,  en  effet,  l'action  magnétique  d'un  ai- 
mant sur  un  point  de  la  masse,  l'auteur  suppose  ce  point  placé 


25o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

dans  l'intérieur  d'une  cavité  infiniment  petite,  obtenue  en  enlevant 
toute  la  substance  magnétique  qui  s'y  trouvait,  et,  après  avoir  con- 
staté l'indétermination  qui  résulte  du  clioix  arbitraire  adopté  pour 
la  cavité,  il  choisit,  sans  donner  de  raison,  une  liypothèse  particu- 
lière, celle  d'un  cylindre  infiniment  mince  par  rapport  au  rayon 
infiniment  petit  de  ses  bases,  et  dont  l'axe  est  dans  le  sens  de  la 
magnétisation,  et  c'est  l'action  dans  l'intérieur  de  ce  cylindre  sup- 
posé enlevé  et  sur  un  point  de  son  axe  qu'il  nomme  YinductioJi 
magnétique  en  un  point.  Uinduction  magnétique  à  travers  une 
surlace  est  définie  ensuite  comme  une  intégrale  dont  la  signification 
physique,  liée  d'ailleurs  à  la  définition  précédente,  serait  fort  arbi- 
traire, et,  quoique  la  liberté  des  définitions  soit  un  principe  incon- 
testable, on  éprouve,  tout  d'abord,  une  certaine  inquiétude  en  en 
voyant  faire  un  tel  usage. 

Pour  calculer  l'induction  magnétique  à  travers  une  surface  fer- 
mée, l'auteur  fait  ensuite  intervenir,  comme  éléments  essentiels  de 
son  raisonnement,  les  considérations  des  molécules  coupées  par  la 
surface  considérée,  et  il  admet  que  le  magnétisme  y  soit  tellement 
distribué  que,  toute  la  charge  de  fluide  boréal,  par  exemple,  restant 
intérieure  à  la  surface,  celle  du  fluide  austral  lui  soit  extérieure, 
transformant  ainsi  en  une  réalité  la  fiction  légitime,  quand  il  s'agit 
de  l'action,  à  distance,  de  la  concentration  des  fluides  en  deux 
points  appelés  pôles.  Une  telle  hardiesse  suffirait  pour  enlever  tout 
crédit  à  la  démonstration  j  mais  il  y  a  plus  :  après  avoir  prouvé  ainsi 
que  l'induction  totale  sur  une  surface  fermée  est  nulle,  l'auteur  ap- 
plique sa  formule  à  un  parallélépipède  infiniment  petit  !  de  sorte 
que  c'est  ce  parallélépipède  dont  la  surface  doit  couper  des  molé- 
cules en  deux  parties,  dont  l'une  contient  tout  le  fluide  austral  et 
l'autre  tout  le  fluide  boréal  !  Que  de  difficultés  d'ailleurs  dans  la 
ditférentiation  de  ces  quantités  désignées  par  «,  Z»,  c,  et  qui  résul- 
tent de  l'action  des  molécules  dont  chacune,  prise  isolément,  exerce 
sur  les  points  infiniment  voisins  ime  action  jinie  pouvant,  dans 
l'intérieur  d'une  molécule  infiniment  petite,  recevoir  des  variations 
finies,  et  qui  changent  brusquement  quand  on  passe  de  l'intérieur 
d'une  molécule  à  l'extérieur!  Ces  difficultés,  qui  s'opposent  à  la  con- 
clusion présentée  au  paragraphe  [4o3],  exigeraient  une  longue  dis- 
cussion 5  le  paragraphe  a  en  tout  huit  lignes  de  texte,  et  les  six  der- 
nières sont  consacrées  à  l'énoncé  de  la  Conclusion. 
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L'iiypothèse  d'un  milieu  composé  de  couches  spliériques  liomo- 
gèncs  apporte  dans  les  calculs  une  simplicité  qui  permet  d'en 
déduire  les  dernières  conséquences.  Considérons  donc  une  bouteille 
de  Leyde  spliérique,  les  deux  armatures  étant  métalliques  et  le  mi- 
lieu qui  les  sépare  composé  de  couches  concentriques  alternative- 
ment conductrices  et  imperméables  à  l'électricité,  en  même  temps 
qu'insensibles  à  son  action;  nous  aurons  une  représentation  ap- 
proximative de  l'hypothèse  acceptée  par  sir  W.  Thomson,  qui  assi- 
mile un  milieu  diélectrique  à  une  série  de  petits  corps  conducteurs 
noyés  dans  une  substance  non  conductrice  qui  les  sépare  et  les 
isole. 

En  admettant  que  l'arniature  intérieure  communique  avec  une 
source  dont  le  potentiel  soit  \  ,  et  l'armature  extérieure  avec  le  ré- 
servoir commun,  on  trouve  aisément  que  des  quantités  égales  d'élec- 
tricité de  sens  contraire  doivent  charger  les  deux  armatures,  que 
chaque  couche  intermédiaire  doit  avoir  sur  chacune  de  ces  deux 
faces  une  charge  égale  et  contraire  à  celle  de  l'armature  la  plus  voi- 
sine, et  que  cette  charge  constante  est  égale  à  la  charge  qui  corres- 
pond à  l'hypothèse  d'un  milieu  isolant  complètement  inerte,  mul- 
tipliée par  un  facteur  qui  dépend  du  rapport  de  l'épaisseur  des 
couches  conductrices  à  celle  des  couches  isolantes  dans  le  milieu 
diélectrique  fictivement  accepté. 

M.  Maxwell  ne  traite  cette  question  que  pour  s'elTorcer  d'en  dé- 
duire la  loi  des  tensions  suivant  les  lignes  de  force  du  milieu  diélec- 
tric[ue  et  des  pressions  qui,  conformément  aux  vues  de  Faraday, 
s'établissent  perpendiculairement.  L'électricité,  suivant  lui,  n'agit 
pas  à  distance,  et,  si  nous  constatons  l'action  mutuelle  de  deux  con- 
ducteurs séparés  par  une  couche  diélectrique,  c'est  que,  dans  l'in- 
térieur de  la  couclie,  s'établissent  des  lignes  deforce^  sorte  de  filets 
continus  dont  la  tension  transmet  la  force.  C'est  là,  d'après  la  dé- 
claration plusieurs  fois  répétée  de  l'éminent  professeur,  l'idée  prin- 
cipale qu'il  a  voulu  mettre  en  lumière  et  dont  la  traduction  mathé- 
matique est  le  but  essentiel  de  son  Livre  :  «  It  is  mainly  \yith  the 
M  liope  of  making  thèse  ideas  the  basis  of  a  mathematical  method 
»   that  I  hâve  undertaken  this  Treatise.  »  (Tome  II,  page  i63.) 

((  Nous  sommes  habitués,  dit-il,  à  considérer  l'univers  comme 
»  formé  de  parties,  et  les  mathématiciens  commencent  par  consi- 
»   dérer  une  molécule  isolée,  dont  ils  considèrent  la  relation  à  une 
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»  autre  molécule,  et  ainsi  de  suite.  On  a  généralement  considéré 
))  cette  mctliode  comme  la  plus  naturelle.  La  considération  d'une 
))  molécule,  cependant,  n'est  qu'une  abstraction,  puisque  toutes 
))  nos  perceptions  sont  relatives  à  des  corps  étendus,  de  telle  sorte 
»  que  l'idée  d'un  tout  est  peut-être  pour  nous  aussi  primitive  que 
))  celle  d'un  olîjet  individuel.  Il  peut  donc  exister  une  méthode 
))  matliématique  dans  laquelle  nous  procédions  du  tout  à  la  partie, 
»  au  lieu  de  remonter  de  la  partie  au  tout.  Par  exemple,  Euclide, 
))  dans  son  premier  Livre,  conçoit  une  ligne  comme  tracée  par  un 
))  point,  une  surface  par  une  ligne,  et  un  solide  comme  engendré 
))  par  une  surface-,  mais  il  définit  aussi  une  surface  comme  la  limite 
»  d'un  solide ,  la  ligne  comme  celle  d'une  surface  et  le  point 
))  comme  l'extrémité  de  la  ligne. 

))  Nous  pouvons,  de  même,  considérer  le  potentiel  d'un  système 
»  matériel  comme  une  fonction  trouvée  par  un  certain  procédé 
))  d'intégration,  en  ayant  égard  aux  masses  des  corps,  ou  partir,  au 
»  contraire,  du  potentiel  en  considérant  les  masses  elles-mêmes 
»   comme    n'ayant   pas    d'autre    signification    matliématique    que 

»  -^y^^ji,  où  ^  est  le  potentiel.  Dans  les  recherclies  électriques, 

))  nous  pouvons  employer  des  formules  où  figurent  les  distances  de 

»  certains  corps  et  les  électrisations  des  courants  dans  ces  corps, 

))  ou  leur  substituer  des  fonctions  continues  dont  la  valeur  existe 

))  en  chaque  point  de  l'espace.  Le  procédé  mathématique  dans  la 

»  première  méthode  est  l'intégration  le  long  d'une  ligue,  sur  une 

))  surface  ou  dans  l'intérieur  d'un  espace  fini-,  celui  qui  convient 

»  au  second  est  la  considération  d'équations  différentielles  partielles 

))  et  l'intégration  dans  l'espace  entier. 

»  La  théorie  de  Faraday  semble  liée  intimement  à  la  seconde  de 

»  ces  luéthodes^   il  ne  considère  jamais  les  corps  comme  existant 

))  isolément  sans  autre  relation  que  leur  distance  et  agissant  sui- 

»  vaut  une  fonction  de  cette  distance.  L'espace  entier  est  pour  lui 

»  un  champ  de  force  où  les  lignes  de  force  sont,  en  général,  curvi- 

»  lignes  ^  chaque  corps  en  émettant  de  tous  côtés  et  leur  direction 

))  étant  modifiée  par  la  présence  d'autres  corps,  il  parle  souvent  des 

»  lignes  de  force  qui  appartiennent  à  un  corps  comme  faisant  en 

»  quelque  sorte  partie  du  corps  même,  de  telle  sorte  que,  dans  son 

))  action  sur  les  points  éloignés,  il  n'agit  cependant  qu'au  lieu  où 
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»  il  se  trouve 5  mais  cette  idée  n'est  pas  dominante  cliez  Faradays 
»  je  pense  plutôt  que,  suivant  lui,  l'espace  entier  est  rempli  par 
»  des  lignes  de  force,  dont  l'arrangement  dépend  de  celui  des  corps 
)i  eux-mêmes,  et  que  l'action  sur  chaque  corps  est  déterminée  par 
»   les  lignes  qui  y  aboutissent.  » 

Telles  sont  les  hypothèses  auxquelles  M.  Maxwell  s'efforce  de 
donner  l'appui  et  la  consécration  d'une  étude  mathématique-,  mais 
l'existence  supposée  d'une  tension  dans  un  sens  et  d'une  pression 
dans  le  sens  perpendiculaire  ne  saurait  ni  constituer  une  théorie  ni 
lui  servir  de  base.  La  force  est  pour  les  mécaniciens  la  cause  néces- 
saire des  phénomènes,  et  la  science  du  mouvement  est  trop  avancée 
aujourd'hui  et  trop  parfaite  pour  qu'on  puisse  accueillir  autrement 
que  comme  un  pas  rétrograde  toute  tentative  qui  poserait  comme 
loi  primordiale  la  répartition  des  tensions  au  sein  d'un  milieu  con- 
tinu ou  l'expression  d'un  potentiel  dans  l'espace.  De  tels  essais, 
lors  même  qu'on  parviendrait  à  les  constituer  logiquement,  sans 
hypothèses  surabondantes,  laisseraient  subsister  chez  les  géomètre^ 
le  désir,  j'oserai  dire  le  besoin,  de  découvrir  les  forces  qui  servent 
de  ressort  et  de  moteur. 

Ces  objections  générales  ne  sont  pas  les  seules  qui  s'élèvent,  et 
le  Chapitre  consacré  à  la  théorie  de  Faraday  laisse,  en  dehors  du 
principe  môme,  subsister  bien  des  obscurités.  L'emploi  des  for- 
mules obtenues  par  la  théorie  des  actions  à  distance  y  semble  une 
hardiesse  inexplicable.  C'est  ainsi  que  la  célèbre  équation  de  Pois- 
son, cjui  lie  la  densité  au  potentiel,  se  trouve,  dit-on,  transformée 
dans  la  théorie  nouvelle.  On  se  demande,  non  la  preuve,  mais  le 
sens  même  d'une  telle  assertion.  La  démonstration  de  la  formule, 
telle  qu'elle  est  donnée  quelques  pages  plus  haut,  ne  suppose  au- 
cune hypothèse  sur  la  nature  du  fluide  et  ne  peut  être  influencée 
par  aucune  ]  mais  elle  exige  l'existence  d'une  action  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  et  à  laquelle  aucune  autre 
ne  peut  s'adjoindre  sans  renverser  toute  la  démonstration;  com- 
ment une  telle  formule  peut-elle  être  modifiée  par  l'adoption  d'une 
hypothèse  qui,  supprimant  l'action  à  distance,  fait  disparaître  toutes 
les  bases  de  la  démonstration  ? 

Nous  pourrions,  aux  remarques  précédentes,  en  joindre  plus 
d'une  de  même  nature-,  mais,  sans  cesser  d'être  exacte,  je  le  crois, 
une  telle  insistance  sur  les  conséquences  d'une  situation  acceptée 
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et  voulue  par  l'auteur  aurait  quelque  apparence  d'injustice  envers 
un  Livre  qui,  dans  son  ensemble,  fait  honneur  à  son  auteur  et  à  la 
Science  anglaise. 

La  théorie  des  harmoniques  sphériques  est  présentée  élégam- 
ment, sous  une  forme  très-bien  approj)riée  aux  théories  auxquelles 
on  veut  l'appliquer,  et  conduit  à  l'étude  difficile  et  célèbre  des 
fonctions  nommées  j)'^„. 

M.  Maxwell  la  fait  naître  ingénieusement  de  l'examen  même  des 
phénomènes  physiques,  et  la  théorie  qu'il  en  propose  sera,  pour  un 
grand  nombre  d'esprits,  une  satisfaction  et  un  progrès.  La  théorie 
des  images,  créée  par  M.  W.  Thomson,  est  expliquée  avec  grands 
détails,  et  quelques-iuies  des  explications  sont  d'une  rare  élégance. 
On  sait  combien  Poisson  a  dû  déployer  d'habileté  pour  calculer  la 
loi  de  la  distribution  électrique  sur  deux  sphères  en  présence  ;  on 
trouvera  dans  le  Livre  de  M.  Maxv\  ell,  pour  le  cas  des  deux  sphères 
se  coupant  à  angle  droit,  lorsque,  bien  entendu,  on  a  enlevé  à  cha- 
cune les  parties  intérieures  à  l'autre,  une  solution  simple  qui 
donne  en  chaque  point  la  densité  sur  forme  finie.  L'auteur,  je  me 
permets  de  lui  adresser  encore  ce  reproche,  n'indique  pas  bien  clai- 
rement comment  la  solution  découle  de  ces  principes  5  mais  elle  est 
exacte,  comme  on  le  vérifie  aisément,  et  restera  parmi  les  résultats 
les  plus  élégants  acquis  jusqu'ici  à  l'un  des  plus  beaux  chapitres 
de  la  Physique  mathématique. 

L'Ouvrage  de  M.  Maxwell  est  non-seulement  un  Traité  d'Elec- 
tricité statique,  mais  du  Galvanisme  et  du  Magnétisme  5  il  n'est  pas 
de  ceux  qu'on  puisse  juger  et  lire  rapidement.  Nous  reviendrons 
sur  les  autres  Parties,  mais  aujourd'hui,  sans  sortir  du  môme  sujet, 
nous  devons  appeler  l'attention  sur  le  très-important  Ouvrage  de 
M.  W.  Thomson,  dont  le  titre  est  inscrit  en  tète  de  cet  Article. 

M.  Thomson  réunit  maintenant,  presque  sans  y  rien  changer, 
les  opuscules  publiés  par  lui  sur  la  théorie  de  l'électricité,  et  dont 
l'abondante  collection,  depuis  plus  de  trente  ans,  lui  a  valu,  dans 
tous  les  pays  où  la  Science  est  en  honneur,  l'estime  et  l'admiration 
des  géomèti'cs  et  des  physiciens.  Sa  théorie  de  l'électricité  statique, 
réduite  à  des  principes  élémentaires,  est  un  vrai  chef-d'oeuvre  d'in- 
vention et  d'exposition  à  la  fois.  Les  détails  en  sont,  depuis  long- 
temps, devenus  classiques,  et  aucun  maître,  en  enseignant  la  théorie 
de  l'électricité,  ne  peut  se  dispenser  de  consulter  la  collection,  de- 
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venue  rare  aujourd'hui,  qui  la  contenait.  La  lecture  en  deviendra 
plus  accessible,  sans  que  la  théorie  puisse  être  plus  connue  et  mieux 
appréciée. 

Plus  d'une  promesse  inscrite  dans  les  premiers  écrits  de  M.  Thom- 
son paraissait  depuis  longtemps  oubliée.  Le  Yolunie  nouvellement 
publié  en  acquitte  quelques-unes.  La  plus  précieuse,  sans  doute 
est  la  loi  de  distribution  électrique  sur  une  calotte  sphérique  isolée. 
Le  résultat,  annoncé  en  i843,  comme  conséquence  facile  du  prin- 
cipe des  images  et  malgré  l'indication  exacte  du  point  de  départ, 
était  resté  comme  une  énigme  pour  les  géomètres,  qui,  après  avoir 
admiré  l'élégance  du  principe,  trouveront  encore  de  l'étonncment 
pour  la  rare  habileté  avec  laquelle  sont  surmontés  les  obstacles  qui 
apparaissent  dès  les  premiers  pas. 

Les  travaux  inédits,  on  le  regrettera,  sont  fort  rares  dans  le  Vo- 
lume de  M.  Thomson.  J'en  signalerai  un  seulement  dont  les  con- 
clusions me  semblent  contestables.  Il  s'agit  d'un  principe  invoqué 
souvent  depuis  une  vingtaine  d'années,  et  dont  le  savant  physicien 
anglais  me  semble  pousser  l'application  jusqu'à  l'abus.  Il  ne  me  dé- 
plaît pas,  d'ailleurs,  de  terminer  cet  article  en  discutant,  sans  l'ac- 
cepter, une  démonstration  de  M.  Thomson.  Peut-être  y  verra-t-on 
la  preuve  que,  en  critiquant  sévèrement  son  savant  compatriote,  j'ai 
pu  réserver  tout  entière  mon  estime  pour  son  talent  et  pour  l'en- 
semble de  son  œuvre.  Poisson  a  composé  sur  le  magnétisme  trois 
Mémoires  auxquels,  dans  cet  article  même,  je  crois  avoir  adressé 
de  très-sérieuses  objections.  Les  calculs  reposent  sur  un  lemme  es- 
sentiel que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  Le  fluide,  dont  la  masse  totale 
est  nulle,  se  distribue  sur  chaque  molécule,  de  telle  sorte  que  son 
action  sur  les  points  intérieurs  soit  constante  de  grandeur  et  de  di- 
rection. Si  l'on  désigne  par  a,  (3,  y,  les  composantes  de  cette  force, 
l'action  sur  les  points  extérieurs  peut  être  assimilée  à  celle  de  trois 
aiguilles  aimantées  excessivement  petites,  parallèles  aux  axes  des 
coordonnées,  et  dont  les  moments  magnétiques  sont  fonctions  li- 
néaires de  a,  /3,  y. 

Poisson  démontre,  en  outre,  en  admettant  l'absence  de  toute 
orientation  apparente  dans  les  molécules  de  la  substance,  que  ces 
fonctions  linéaires  se  réduisent  chacune  à  un  terme,  et  les  neuf  con- 
stantes à  une  seule 5  c'est  la  base  nécessaire  de  toute  son  anahse. 

M.  Thomson,  admettant  toute  cette  théorie,  sur  la  démonstration 
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de  laquelle  il  ne  revient  pas,  examine,  dans  les  Notes  dont  je  parle, 
le  cas  où  le  corps  ne  présenterait  pas  les  mêmes  propriétés  spéci- 
fiques dans  toutes  les  directions,  celui  où  les  molécules  ne  pour- 
raient pas  être  considérées  comme  spliériques. 

En  considérant  une  sphère  soumise  à  l'action  d'une  force  magné- 
tique constante,  et  mobile  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre, 
l'éminent  physicien  admet,  comme  condition  évidente,  que  les 
forces  mises  en  jeu  ne  peuvent  pas  produire  le  mouvement  per- 
pétuel. 

En  admettant  les  formules  de  Poisson  dans  toute  leur  généralité, 
l'action  du  milieu  magnétique  sur  les  molécules  de  la  sphère  donne 
naissance  à  des  couples,  dont  le  travail  total,  pendant  une  rotation 
complète  de  celle-ci,  se  trouve  positif  et  ne  devient  nul  que  si  ti^ois 
équations,  tenues  dès  lors  comme  nécessaires,  sont  satisfaites  par 
les  coefficients.  Les  formules  dans  lesquelles  Poisson  conserve  une 
seule  arbitraire  doivent,  dans  le  cas  général,  en  contenir  six  et  non 
pas  neuf. 

Un  tel  raisonnement  ne  me  semble  pas  acceptable.  Le  calcid  du 
travail  produit  par  les  forces  magnétiques  suppose,  en  elfet,  que, 
pendant  la  rotation,  les  molécides  magnétiques  prennent  instanta- 
nément l'arrangement  qui  correspond  à  leur  état  d'équilibre  dans 
la  position  actuelle  du  système.  Cela  ne  saurait  avoir  lieu.  Les 
conditions  mécaniques  sont  changées,  et  l'expression  du  travail 
total  ne  reste  pas  la  même,  si  l'on  a  égard  à  l'état  variable  du  ma- 
gnétisme et  aux  vitesses  incessamment  acquises  par  les  molécules 
de  fluide. 

Quoique  l'objection  puisse  se  passer  de  développement,  j'essaye- 
rai de  la  rendre  plus  claire  encore. 

Les  forces  d'attraction  vers  des  centres  fixes,  lorsqu'elles  sont 
fonctions  de  la  distance,  satisfont,  quelle  que  soit  cette  fonction, 
à  la  loi  des  forces  vives,  et  leur  action  ne  peut,  par  aucune  combi- 
naison, produire  un  mouvement  perpétuel;  on  pourrait  cependant, 
en  imitant  le  principe  de  la  méthode  que  je  critique,  obtenir  une 
condition  que  la  loi  d'attraction  doit  remplir  pour  rendre  impos- 
sible le  mouvement  perpétuel . 

Considérons,  en  elïet,  le  mouvement  d'une  tige  pesante  rectiligne 
mobile  dans  un  plan  vertical  autour  de  l'une  de  ces  extrémités  sup- 
posées fixes,  et  portant,  pendant  la  rotation,  un  curseur  mobile  qui 
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peut  glisser  librement  sur  toute  sa  longueur.  Supposons  que  ce 
curseur  soit  attiré  vers  un  centre  fixe  placé  dans  le  plan  et  sur  le 
diamètre  horizontal  du  cercle  décrit  par  la  tigcj  une  telle  combi- 
naison ne  réalisera  pas  le  mouvement  perpétuel,  cela  va  sans  dire, 
et,  si  l'on  écrit  que  le  travail  produit  par  la  pesanteur  et  par  le 
centre  d'action  entre  deux  positions  semblables  de  la  tige  et  du  cur- 
seur est  égal  à  zéro,  on  obtiendra  une  identité  5  mais,  si  l'on  admet 
dans  le  calcul  que  le  curseur  prenne,  à  chaque  instant,  sur  la  tige, 
la  position  à  laquelle  il  parviendrait,  le  frottement  aidant,  si  la  lige 
était  maintenue  dans  sa  position  actuelle,  cette  manière  de  calculer 
donnera,  pour  le  travail  développé  pendant  un  tour  entier,  une 
expression  dans  laquelle  figurera  la  fonction  qui  exprime  la  loi 
d'altraction,  et,  en  écrivant  qu'elle  est  nulle,  on  obtiendrait  une 
condition  à  laquelle,  contrairement  à  l'évidence,  cette  fonction  de- 
vrait nécessairement  satisfaire. 

Les  procédés  d'un  esprit  inventif  sont  toujours  excellents  quand 
le  succès  les  justifie,  et,  si  la  critique  rigoureuse  a  toujours  le  de- 
voir de  discerner  les  raisonnements  qui  prouvent  de  ceux  qui  ne 
prouvent  pas,  c'est,  on  le  comprend,  en  faisant  toute  réserve  sur  le 
mérite  de  l'auteur  et  la  juste  estime  qu'on  lui  doit.  M.  Thomson, 
plus  d'une  fois,  dans  ces  théories  mystérieuses  et  complexes,  s'est 
écarté  de  la  rigueur  géométrique;  il  serait  d'autant  plus  injuste  de 
le  lui  reprocher,  que  lui-même  a  souvent  signalé,  de  la  manière  la 
plus  formelle,  le  point  douteux  qu'il  laisse  subsister,  la  difficulté 
dont  il  se  débarrasse  pour  pouvoir  passer  outre.  JNous  trouvons, 
par  exemple,  dans  un  JMémoire  sur  les  courants  thermo-électriques 
{Transactions  ofthe  Rojal  Societj  ofEdinburgh,  t.  XXI,  i854), 
une  découverte  physique  d'une  nature  tellement  délicate,  que  les 
expériences  ultérieures  ne  l'ont  ni  condamnée  ni  formellement  con- 
firmée, et  qui  repose  sur  des  hardiesses  analogues  à  celles  que  nous 
venons  de  signaler. 

Le  raisonnement  de  M.  Thomson,  réduit  à  ses  termes  les  plus 
simples,  repose  sur  le  fait  suivant  : 

Si  un  cercle  métallique  est  formé  de  deux  parties,  de  cuivre  et  de 
fer  par  exemple,  soudées  aux  extrémités  d'un  diamètre,  et  que, 
l'une  des  soudures  étant  maintenue  à  la  température  zéro,  on 
échauffe  l'autre  graduellement,  un  courant  électrique  prendra  nais- 
sance, et  le  cercle  métallique  agira  sur  une  aiguille  aimantée  placée 
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dans  le  voisinage 5  c'est  la  découverte  de  Seebcck.  L'intensité  du 
courant  ainsi  produit  est  sensiblement  proportionnelle  h  la  dilïé- 
rence  de  température  des  deux  soudures,  mais  pour  de  petites  dif- 
férences seulement;  car,  si,  la  soudure  froide  étant  maintenue  à 
zéro,  on  échauffe  l'autre  de  plus  en  plus,  le  courant  atteint  un 
maximum  correspondant  à  la  température  de  280  degrés  environ, 
puis  il  décroît,  s'annule  vers  5oo  degrés  et  change  ensuite  de  di- 
rection. 

D'un  autre  côté,  Pelletier  a  montré  qu'un  courant  tel  que  celui 
dont  nous  parlons  tend  toujours  à  refroidir  la  soudure  la  plus 
chaude  et  à  réchauffer  la  plus  froide,  de  telle  sorte  que,  si  l'on  veut 
l'entretenir,  il  faut  fournir  incessamment  de  la  chaleur  à  la  pre- 
mière et  en  enlever  à  la  seconde  •,  le  courant  est  donc  assimilable  à 
une  machine  dans  laquelle  l'effet  est  produit  par  le  transport  de  la 
chaleur  qui  passe  d'un  corps  chaud  à  un  corps  froid.  Si,  dans  le 
phénomène  réel,  des  circonstances  accessoires  inévitables  ne  ve- 
naient pas  s'adjoindre  à  celles  que  nous  avons  dites,  le  cercle  de 
Seebcck  pourrait  être  assimilé  à  une  machine  thermique,  et  les 
principes  aujourd'hui  si  célèbres  sur  la  théorie  des  machines  à  va- 
peur, celui  de  Sadi  Carnot  particulièrement,  pourraient  lui  être  ap- 
pliqués. M.  Thomson  signale  très-expressément  réchauffement  de 
tous  les  points  du  fil  par  l'action  du  courant  comme  une  circon- 
stance contraire  aux  suppositions  faites  dans  la  démonstration  du 
principe;  il  passe  outre  cependant,  en  faisant  observer  que  les  con- 
séquences qu'il  va  obtenir  deviennent  par  là  incertaines;  l'une  de 
ces  conséquences,  celle  que  l'on  peut  regarder  comme  la  traduction 
du  principe  admis,  est  la  proportionnalité  du  courant  à  la  différence 
de  température  des  soudures,  et  l'expérience,  malheureusement, 
est  formellement  contraire,  nous  l'avons  dit,  à  un  tel  résultat. 

Considérant  alors  plus  particulièrement  le  cas  où  le  courant  a 
atteint  son  intensité  maxima,  M.  Thomson  admet  que,  dans  ce  cas, 
en  traversant  la  soudure  la  plus  chaude,  il  n'y  produit  aucun  elfct 
thermique,  et  la  raison  qu'il  en  donne  semble  au  moins  fort  plau- 
sible :  la  soudure  a  acquis,  en  elfet,  la  température  à  laquelle  cor- 
respond la  plus  grande  force  électromotrice,  et,  par  conséquent, 
soit  qu'on  l'échauffé,  soit  qu'on  la  refroidisse,  l'intensité  du  courant 
diminue;  un  échauffement,  en  d'autres  termes,  ferait  naitre  un 
courant  contraire  à  celui  qui  existe,   et  celui-là  doit,  par  consé- 
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quent,  d'après  le  principe  de  Pelletier,  refroidir  la  soudure  5  mais 
un  refroidissement  produisant  le  même  effet,  un  courant,  de  sens 
opposé  à  celui  qui  existe,  doit  écliaulfer  la  soudure;  et,  comme  les 
deux  assertions  sont  contradictoires,  il  faut  admettre  qu'à  cette 
température  l'effet  calorifique  découvert  par  Pelletier  ne  saurait  se 
produire. 

Ce  raisonnement  n'est  qu'une  induction,  il  faut  le  remarquer,  et 
n'a  pu  être  produit  qu'à  ce  titre.  M.  Thomson  en  conclut  que  le 
courant  dont  une  soudure  est  maintenue  à  cette  température  parti- 
culière présenterait  cette  propriété  paradoxale  de  récliaufîer  la  sou- 
dure froide  sans  refroidir  la  soudure  chaude,  et  donnerait,  par  con- 
séquent, en  même  temps  que  le  travail  qu'on  peut  lui  demander, 
une  production  de  chaleur  sans  dépense;  et  c'est  pour  ne  pas 
admettre  une  telle  dérogation  aux  principes  incontestés  que 
M.  Thomson  est  conduit  à  annoncer  que,  dans  l'intérieur  d'un  fil 
homogène  dont  les  températures  sont  inégales,  un  courant  peut 
produire  du  froid . 

Ce  raisonnement  est  ingénieux  et  hardi;  il  doit  faire  grand  hon- 
neur à  son  auteur,  si  ses  conclusions  sont  confirmées,  mais  sans 
renverser  aucun  principe  dans  le  cas  où  elles  ne  le  seraient  pas. 

M.  Maxwell,  à  qui  je  reviens,  consacre  un  Chapitre  au  travail 
depuis  longtemps  célèbre  de  M.  Thomson,  et  s'adresse  un  peu  trop, 
comme  dans  plus  d'une  page  de  son  Livre,  à  un  lecteur  déjà  fami- 
liarisé avec  la  question.  La  base  essentielle  du  raisonnement,  en 
effet,  est  l'existence  d'une  température  pour  laquelle  le  cuivre  et  le 
fer  sont  neutres,  en  ce  sens  qu'un  courant  peut  traverser  la  sou- 
dure qui  les  réunit  sans  produire  ni  chaleur  ni  froid.  Or  les  preuves 
expérimentales  ou  théoriques  d'une  assertion  aussi  importante  sont 
absolument  passées  sous  silence.  Après  avoir  dit  qu'à  cette  tempé- 
rature la  force  électromotrice  est  maxima,  on  lit,  sans  aucune  ex- 
plication :  «  A  la  température  de  280  degrés,  le  fer  et  le  cuivre  sont 
»  neutres  l'un  pour  l'autre,  et  aucun  effet  réversible  n'est  produit 
»  à  la  soudure  ».  Si  je  cite  cette  lacune  aisée  à  corriger,  c'est  que 
de  telles  négligences  sont  trop  fréquentes  pour  qu'il  ne  soit  pas 
permis,  sinon  de  les  tenir  pour  volontaires,  tout  au  moins  de  les 
regarder  comme  indifférentes  à  l'auteur.  La  question,  d'ailleurs, 
est  de  grande  importance;  quand  la  force  électromotrice  des  deux 
métaux  atteint  sa  valeur  maxima,  les  deux  métaux,  à  la  température 
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correspondante,  sont-ils  à  l'état  neutre  ?  Le  raisonnement  rapporté 
plus  haut  prouve  seulement  qu'un  courant  infiniment  petit  ne  doit, 
à  cette  température,  ni  réchauffer  ni  refroidir  la  soudure  5  mais  en 
est-il  de  même  pour  un  courant  fini  ?  L'expérience  serait  fort 
difficile ,  et  n'a  pas  jusqu'ici ,  à  ma  connaissance ,  donné  des 
résultats  décisifs.  Est-il  bien  certain,  d'ailleurs,  comme  l'indique 
M.  Thomson  dans  son  très-ingénieux  Mémoire,  que  l'effet  ther- 
mique produit  sur  la  soudure,  changeant  de  signe  avec  le  sens  du 
courant,  soit  proportionnel  à  son  intensité?  Est-il  vrai  ensuite 
qu'un  courant  qui  traverse  un  anneau  composé  de  cuivre  et  de  fer 
échauffe  l'une  des  soudures  précisément  autant  qu'il  refroidit 
l'autre  ?  La  soudure  chaude  se  refroidit  et  la  soudure  froide  s'é- 
chauffe; ces  deux  effets  simultanés  tendent  à  ralentir  le  courant; 
ne  faut-il  pas  en  conclure  cju'il  y  a  en  ce  moment  production  d'é- 
nergie, puisqu'une  partie  du  courant  disparait  et  que  réchauffe- 
ment de  la  soudure  froide  doit  l'emporter  sur  le  refroidissement  de 
la  soudure  chaude?  Pour  étudier  le  phénomène,  il  faudrait  d'ail- 
leurs faire  entrer  en  ligne  de  compte  l'effet  de  la  conductibilité  ca- 
lorifique et  l'échauflement  normal  proportionnel  au  carré  de  l'in- 
tensité du  courant.  On  aimerait  à  rencontrer  cette  discussion,  si 
délicate  qu'elle  soit,  dans  un  Traité  général  sur  l'Electricité  et  le 
Magnétisme.  J.  Bertrand. 


SCHLEUSING  (R.  von).  —  Beitr.vg  zur  Ixtegralrechnung,  cnthaltend  die  In- 
tégration einiger  algebraischen  und  transcendenten  Funclionen.  —  Berlin, 
Weidmann'sche  Buchhandlung,  1878.  Gr.  in-4'',  76  p.  Prix  :  2|Thlr. 

L'auteur  a  été  conduit  à  composer  ce  Recueil,  en  cherchant  à 
former,  d'une  manière  régulière,  les  coefficients  de  certaines  séries, 
dans  le  cas  où  ces  coefficients  se  présentent  sous  forme  d'intégrales, 
L'Ouvrage  se  compose  de  deux  Sections  et  d'un  Appendice.  La  pre- 
mière Section  donne  le  développement  des  intégrales  à  différen- 
tielle algébrique,  et  des  intégrales  qui  se  ramènent  immédiatement 
a  celles-là,  telles  que 

/x""'-'[i  —  x"]Pdx,        1  — ' '_  ^       /  sin"'t'COSV:/r, .  .  .  , 
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pour  les  divers  cas  de  m  et  de  n  pairs  ou  impairs.  La  seconde  Sec- 
tion contient  les  intégrales  à  dillérentielle  algébrique  et  trigono- 
nié trique,  comprises  dans  la  formule  générale 


f 


X"  cos""  X  s\nP  X  dx . 


L'Appendice  reprend  certains  cas  particuliers,  non  traités  dans  ce 
qui  précède.  L'exécution  typographique  de  cet  Ouvrage  mérite  des 
éloges;  seulement  on  y  trouve  la  faute,  si  commune,  qui  consiste  à 
remplacer  les  zéros  par  des  o  italiques. 


GAUSS   (F.-G.).  —  FiJNFSTELLIGE  VOLLSTANDIGE   LOGARITHMISCII-TRIGONOMETRI- 

scHE  Tafeln  fur  Decimaltheilung  des  Quadrwten.   Zum  Gebrauche  fiir 
Schule  und  Praxis  bearbeitet.  —  Berlin,  L.  Rauh,  1873  ('). 

Ce  Volume  est  le  complément  du  Recueil  dont  nous  avons  déjà 
rendu  compte  (^),  et  nous  en  avions  déjà  annoncé  la  publication, 
en  exprimant  d'avance  nos  regrets  de  ce  que  l'auteur  adoptât  des 
dénominations  qui  donnent  à  la  réforme  toutes  les  apparences  et 
tous  les  inconvénients  des  demi-mesures.  Maintenant,  que  nous 
avons  le  Livre  entre  les  mains,  nous  ne  pouvons  que  persister  dans 
notre  manière  de  voir.  Cet  Ouvrage,  élaboré  et  imprimé  avec  tant 
de  soin,  est  à  nos  yeux  une  entreprise  manquée,  et  nous  doutons 
qu'il  contribue  à  vaincre  les  préjugés  qui  militent  en  faveur  de  la 
division  traditionnelle  du  cercle. 

Outre  la  confusion  perpétuelle  que  ne  peut  pas  manquer  d'a- 
mener la  similitude  des  notations  employées  à  la  fois  pour  les  de- 
grés de  la  nouvelle  division  et  pour  les  degrés  de  V ancienne 
division,  nous  signalerons  dans  le  nouveau  Volume,  comparé  au 
premier,  une  infériorité  typographique  provenant  de  la  dispropor- 
tion entre  la  hauteur  des  pages  et  la  force  du  caractère  employé. 
Les  interlignes  trop  larges  et  les  chiffres  trop  maigres  fatiguent  la  vue, 

(')   Gauss   (F.- g.).  —   Tables   logarithmiques  et    trigonométriques  complètes  à  cinq 
fgures,  pour  la  division  décimale  du  quadrant;  Ouvrage  destiné  à  l'enseignement  et  à 
la  pratique,  i  vol.  in-S",   i^O-xx  p.  Prix  :  ?.  Thir. 
(')  Bulletin,  t.  m,  p.  23',. 
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et  la  malencontreuse  division  des  lignes  en  groupes  de  i,  3,  3,  3, 

introduite  par  M.  Bremiker,  est  loin  de  contribuer  à  la  clarté. 

Malgré  ces  graves  défauts,  qu'il  eût  été  si  facile  d'éviter,  les 
Tables  que  nous  annonçons  pourront  rendre  de  grands  services  aux 
calculateurs,  en  attendant  que  la  France,  à  qui  est  due  l'initiative 
de  la  réforme,  continue  son  œuvre  et  se  décide  enfin  à  tirer  parti 
des  précieux  manuscrits  qui  dorment,  depuis  trois  quarts  de  siècle, 
dans  les  bibliothèques  de  l'Observatoire  et  de  l'Institut. 

J.  H. 


GRELLE  (Prof.  Dr.  Fr.).  —  Leitfaden  zu  den  Vortragen  Ijber  hohere  Ma- 

THEMATIK   I.  AM    KoNIGL.  POLYTECHNIKUM    ZU    HaXNOVER.   MaiHISCript.   —  Han- 

nover,  Riemschneider,  1871.  i  vol.  in-8°,  iG3  p.  Prix  :  2  Thlr. 

Ce  résumé  contient  les  éléments  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral,  jusqu'à  la  théorie  des  équations  différentielles  ex- 
clusivement. Il  se  divise  en  trois  Parties  principales  : 

I.  Théorie  des  fonctions  explicites  d' une  seule  variable.  —  Ce 
Chapitre  comprend  la  différentiation  et  l'intégration  des  fonctions 
d'une  seule  variable,  avec  des  applications  à  la  théorie  des  courbes 
planes. 

II.  Tliéorie  des  fojictions  explicites  de  plusieurs  variables.  — 
Dérivées  partielles,  différentielles  totales,  théorème  de  Taylor, 
maxima  et  minima,  formes  indéterminées  (cet  article  aurait  pu  être 
omis  sans  inconvénient  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables), 
intégration  delà  différentielle  Vdx  -\-  Qdj.^  intégrales  doubles, 
changement  de  variables  dans  ces  intégrales. 

III.  Théorie  des  fonctions  implicites.  —  Différentielles  et  déri- 
vées, changement  des  variables  indépendantes,  maxima  et  minima 
relatifs,  théorème  de  Lagrange. 

Le  Volume  est  terminé  par  un  Appendice,  traitant  de  la  résolu- 
tion des  équations  numériques  et  suivie  d'une  Table  des  matières 
détaillée  et  d'une  courte  Notice  historique  sur  les  diverses  mé- 
thodes qui  ont  servi  successivement  pour  l'exposition  du  Calcul 
différentiel. 

Chaque  Chapitre  du  Livre  est  suivi  d'un  Recueil  d'exercices, 

J.  H. 
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CASSANI  (Dott.  Pietro),  professore  di  Matematica  e  di  Meccanica  applicata 
presso  ristituto  Tecnico  di  Venezia.  —  Geometria  rigorosa.  —  Venezia- 
Triesle-Milano,  C.  Coen;  1872.  i  vol.  in-12. 

La  Géométrie,  comme  toutes  les  sciences  concrètes,  s'appuie  sur 
un  certain  nombre  de  postulats,  qu'il  ne  faut  pas  chercher  à  dé- 
montrer, parce  qu'ils  ne  sont  nullement  des  vérités  nécessaires, 
fondées  exclusivement  sur  les  lois  de  la  raison,  mais  seulement 
l'expression  scientifique  de  faits  reconnus  par  l'expérience. 

L'indication  précise  de  ces  postulats  sous  la  forme  la  plus  simple, 
le  rétîJDlissement  explicite  de  ceux  qui  sont  habituellement  sous- 
entendus,  la  suppression  de  ceux  qui  ne  sont  point  primordiaux, 
c'est-à-dire  qui  sont  des  conséquences  nécessaires  des  autres,  tel 
est  l'objet  de  la  vraie  philosophie  géométrique,  qui  a  fait,  dans  ces 
derniers  temps,  de  remarquables  progrès. 

Mais  ces  progrès  n'ont  guère  été  suivis  par  les  auteurs  de  Traités 
classiques,  qui  continuent  généralement,  soit  à  admettre  des  propo- 
sitions que  l'on  peut  démontrer,  soit  à  sous-entendre  certains  postu- 
lats  nécessaires,  ou  à  en  remplacer  d'autres  par  des  démonstrations 
vicieuses. 

L'auteur  du  Livre  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  a  en- 
trepris d'établir  les  éléments  de  la  Géométrie  sur  des  bases  ration- 
nelles, depuis  le  début  jusqu'au  point  où  aucun  postulat  nou\eau 
n'est  plus  nécessaire,  et  où  les  Traités  ordinaires  ne  laissent  plus 
rien  à  désirer,  en  général,  sous  le  rapport  de  la  rigueur. 

Son  Ouvrage  comprend  trois  Parties  principales,  respectivement 
consacrées  à  la  sphère,  à  la  droite  et  au  plan. 

L'idée  de  commencer  la  Géométrie  par  l'étude  de  la  sphère  n'est 
pas  nouvelle  -,  mais  M.  Cassani  nous  parait  avoir  fait  faire  à  cette 
étude  un  progrès  sérieux,  en  donnant  une  démonstration  simple 
et  ingénieuse  de  ce  théorème,  que  deux  sphères  ne  peuvent  se  tou- 
cher qu'en  des  points  isolés. 

L'auteur,  après  avoir  démontré  ensuite  que  ces  points  isolés 
doivent  se  réduire  à  un  seul,  considère  la  ligne  droite,  correspon- 
dant à  deux  points  donnés,  comme  le  lieu  des  points  de  contact 
des  sphères  tangentes  entre  elles,  qui  ont  leur  centre  en  ces  deux 
points.  Ce  mode  de  génération  nous  parait  être  le  meilleur  que  l'on 
puisse  adopter.  Les  autres  parties  de  la  «  Géométrie  rigoureuse  » 
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sont  susceptibles,  d'après  nous,  de  perfectionnements  en  même 
temps  que  de  simplifications.  Nous  essayerons  de  justifier  cette  ap- 
préciation en  publiant  prochainement  une  «  Exposition  nouvelle 
des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  »,  dans  laquelle  nous 
empi'unterons  seulement  à  M.  Cassani,  outre  le  plan  général  de  son 
Ouvrage,  les  deux  propositions  remarquables  que  nous  avons  citées 
plus  haut.  D.  T. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ABHANDLUNGEN  der  mathematisch-physischen  Classe  der  Komglicii  Sachs- 
iscHEN  Gesellschaft  DER  WissENSCHAFTEN.  —  Leipzig,  S.  Hirzel.  In-4°  ('). 

T.  IX;  1863-1871  (^). 

Hansen  (P.-A.\  — Suite  des  recJierches  géodésiques,  consistant 
en  dix  Suppléments  au  Mémoire  «  Sur  la  méthode  des  moindres 
carrés  en  général  et  son  application  à  la  Géodésie.  »  (  184  p-) 

Voici  les  titres  de  ces  Suppléments  :  1.  Réflexions  sur  la  dispo- 
sition et  l'exécution  d'un  réseau  de  triangles.  —  2.  Sur  la  détermi- 
nation de  l'erreur  moyenne  des  observations  brutes.  —  3.  Etablis- 
sement d'une  équation  de  condition,  inconnue  jusqu'ici,  qui  a  lieu 
dans  la  seconde  partie  de  la  compensation  d'un  réseau  de  triangles. 
—  4.  Sur  la  manière  de  traiter  les  directions  superflues  qui  peuvent 
se  rencontrer.  —  5.  Développement  d'un  cas  particulier,  dans  le- 
quel les  équations  à  résoudre  pour  les  compensations  aux  stations 
peuvent  se  décomposer  en  deux  ou  plusieurs  systèmes,  entièrement 
indépendants  entre  eux.  —  6.  Etablissement  des  équations  de  con- 
dition dans  des  cas  particuliers,  en  leur  conservant  la  forme  adop- 
tée constamment  dans  ce  qui  précède.  —  7.  Pvectification  d'une 
légère  erreur  qui  se  trouve  dans  le  «  Mémoire  ».  —  8.  Calcul  des 
/■(/•,  I^), .  .  . ,  et  des  (Ij,  M), .  .  . ,  sans  faire  usage  des  y;  (/',  I),, .... 


('  )  Mémoires  de  la  Classe  mathématique  et  physique  de  la  Société  royale  des  Sciences 
de  Saxe.  —  Ces  Mémoires  par.iissent  par  fascicules  à  des  époques  indéterminées.  Les 
fascicules  se  vendent  séparément  à  des  prix  divers. 

(')  T.  XIV  de  la  Collection  générale  des  Mémoires. 
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—  9.  Sur  les  quantités  désignées  par  a,  (3,  y, ... ,  afFectés  d'accents. 

—  10.  Sur  le  procédé  d'observation  employé  par  Gauss  dans  la  me- 
sure du  degré  de  Hanovre. 

Hansen  (P.-A.).  —  Déi^eloppeinent  d'un  nouveau  procédé  mo- 
difié pour  la  compensation  d'un  réseau  de  triangles,  eu  égard 
particulièrement  au  cas  oie  certains  angles  doivent  avoir  des  va- 
leurs détenninées  d'avance.  (  io3  p.) 

Hansen  (P. -A.).  —  Supplément  au  Mémoire  intitulé  «  Re- 
cherches géodésiques  »,  relatifà  la  réduction  des  angles  d'un 
triangle  s phéroïdique.  (67  p.) 

L'auteur  avait  donné,  dans  le  Mémoire  cité,  des  expressions  pour 
la  réduction  des  angles  d'un  triangle  sphéroïdique  où,  pour  la  pre- 
mière fois ,  l'approximation  était  poussée  jusqu'aux  quantités  du 
sixième  et  du  huitième  ordre.  Ces  expressions,  suffisantes  dans  les 
cas  ordinaires,  donnaient  pour  les  grands  triangles  des  écarts  sen- 
sibles par  rapport  aux  valeurs  rigoureuses.  Depuis,  M.  Hansen  a 
trouvé  une  autre  expression,  présentant  la  même  approximation 
analytique,  et  d'une  grande  simplicité,  même  sous  sa  forme  géné- 
rale, et  cette  nouvelle  expression  donne  des  résultats  beaucoup  plus 
exacts  dans  le  cas  des  grands  triangles.  Le  Supplément  actuel  con- 
tient la  démonstration  de  cette  formule,  dont  l'énoncé  avait  été 
publié  dans  les  Comptes  rendus  de  la  Société  royale  de  Saxe,  et 
il  donne  des  exemples  de  leur  application. 

Hakkel  (W.-G.).  —  Recherches  d'électricité.  Huitiem,e  Mé- 
moire sur  les  propriétés  thermo-électriques  de  la  topaze.  (98  p., 

4  pi.) 

Hansen  (P.-A.  ).  — Détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil 
par  les  passages  de  Vénus  sur  le  disque  solaire,  en  vue  principale- 
ment du  passage  qui  doit  avoir  lieu  en   1874'  (98  p.,  2  cartes.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  traite  la  question  des  pasrages  de  Vé- 
nus au  moyen  des  équations,  légèrement  modifiées,  qu'il  a  dévelop- 
pées dans  son  Mémoire  Sur  la  Théorie  des  éclipses  de  Soleil  (  *), 
publié  en  i858.  Le  calcul  rigoureux  de  la  parallaxe  du  Soleil  dé- 
pend d'une  équation  du  second  degré,  très-simple,  pouvant  s'appli- 


(')   Théorie  der  Sonnenjinsternisse  und  verwandten  Erscheumngen  [Àbhandlungen 
der  Kônigl.  Sachs,  Gesellschaft  der  Jfiss.,  Band  IV). 
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quer  indifféremment  aux  observations  d'entrée  ou  de  sortie,  et  aux 
mesures  de  distances  des  bords  ou  des  centres.  L'équation  différen- 
tielle qui  sert  à  fixer  les  lieux  d'observation  les  plus  favorables 
pour  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire  se  ramène  à  une 
forme  d'une  grande  simplicité.  Les  observations  les  plus  favorables 
sont  celles  pendant  lesquelles  les  centres  de  Vénus  et  du  Soleil  se 
trouvent  dans  un  même  vertical.  Le  Mémoire  est  accompagné  de 
deux  cartes  représentant  les  circonstances  du  pliénomène  dans  cha- 
cun des  deux  liémisphères  boréal  et  austral. 

T.  X;  1871. 

Weber  (W.). —  DéterminatioJis  de  mesures  électrodynamiq  lies  ; 
en  particulier ,  sur  le  priîicipe  de  la  conser station  de  l'énergie. 

Ce  Mémoire  se  divise  en  deux  Sections.  Dans  la  première,  l'au- 
teur expose  la  relation  qui  existe  entre  la  loi  électrodynamique  qui 
porte  son  nom  et  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie.  On 
a  prétendu  trouver  une  contradiction  entre  cette  loi  et  ce  principe; 
l'auteur  démontre  qu'une  telle  contradiction  n'existe  pas.  Bien  plus, 
la  loi  ajoute  encore  au  principe  un  nouveau  corollaire,  et  permet 
de  le  transformer  de  manière  que  son  application  à  chaque  couple 
de  particules  ne  soit  plus  restreinte  au  temps  où  ce  couple  n'é- 
prouve, de  la  part  des  autres  couples,  ni  gain  ni  perte  de  force  vive, 
mais  qu'elle  ait  toujours  lieu,  indépendamment  des  circonstances 
de  toute  espèce  dans  lesquelles  les  deux  particules  peuvent  se  trou- 
ver relativement  aux  autres  couples.  L'auteur  fait  ensuite,  dans  la 
seconde  Section,  une  nouvelle  application  de  sa  loi  au  développe- 
ment des  lois  du  mouvement  de  deux  particules  électriques  aban- 
données à  leur  action  mutuelle.  Ce  développement  conduit  à  des 
résultats,  sinon  susceptibles  d'une  vérification  expérimentale  di- 
recte, du  moins  pouvant  servir  de  guides  dans  les  recherches  sur 
l'état  et  le  mouvement  moléculaire  des  corps. 

Haivsejv  (P.-A.).  —  Etude  sur  la  marche  d'un  rayon  lumineux 
à  travers  un  nombre  quelconcpie  de  surfaces  sphériq ues  réfrin- 
gentes. (i4o  P-) 

§  1'^'".  Développement  de  formules  rigoureuses  pour  le  calcul  de 
la  position  d'un  rayon  lumineux  après  un  nombre  quelconque  de 
réfractions  à  travers  les  surfaces  sphériques.  —  ^2.  Développe- 
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ment  des  formules  pour  le  calcul  de  la  position  des  rayons  lumi- 
neux centraux  après  un  nombre  indéfini  de  réfractions.  —  §3.  Cal- 
cul de  quelques  exemples  de  l'application  des  formules  établies  dans 
ce  qui  précède. 


ATTl  DELLA  R.  AccADEMiA  DELLE  SciENZE  Di  ToRiNO,  pubblicati  dagli  Accade- 
mici  Segretari  délie  due  Classi  ('  ). 

T.  V;  1869-1870. 

RicHELMY.  —  Sur  les  djjiainoiii êtres  et  sur  les  ergoinètres. 
(02  p.,  I  pi.) 

On  admet,  en  général,  implicitement,  que  la  résistance  vaincue 
parl'efTortde  la  machine  est  proportionnelle  à  l'ordonnée  delà  courbe 
tracée  par  le  dynamomètre  enregistreur,  d'où  l'on  déduit,  par  la 
quadrature  de  cette  courbe,  la  mesure  du  travail  eiïectué.  L'auteur 
étudie  théoriquement  cette  hypothèse,  qu'il  regarde  comme  étant 
généralement  inexacte. 

Berruti  (G.).  —  Sur  les  efforts  transmis  par  les  roues  dentées. 
{il  p.,  I  pi.) 

L'auteur  étudie  les  causes  qui  font  éviter,  dans  un  grand  nom- 
bre de  cas,  l'usage  des  roues  dentées  comme  moyen  de  transmis- 
sion. Il  conclut  de  ses  expériences  que  l'inexactude  de  la  division 
des  dents  peut  avoir  une  influence  très-considérable  sur  la  régula- 
rité du  travail  de  la  machine.  Tl  cite  à  l'appui  le  tableau  des  résul- 
tats de  ses  expériences. 

RicHELMY.  —  Eloge  de  Carlo-Ignazio  Giulio.  (i5  p.) 
Ligénieur  et   physicien,    né    à   Turin,   le    1 1    août   i8o3,  mort 
en  1809. 

Govi  (G.).  —  Sur  un  appareil  pour  démontrer  di^'ers  phéno- 
mènes de  Mécanique  moléculaire.  —  Du  frottement  à  distance. 
(II  p.) 

DoRNA.  —  Sur  la  formule  barométrique  du  comte  Paul  de 
Saint-Robert.  (21  p.) 

(')  Il  paraît  annuellement  un  volume,  composé  de  sept  fascicules  grand  in-S°. 
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Cette  formule  diffère  de  celle  de  Laplace  en  ce  qu'elle  ne  con- 
tient pas  de  logarithmes,  et  qu'elle  est  d'un  usage  plus  simple.  En 
désignant  par 

Bo  le  rayon  terrestre  du  niveau  de  la  mer  à  la  latitude  moyenne 

X  des  deux  stations  5 

X    l'altitude  de  la  station  inférieure; 

X    la  différence  de  niveau  des  deux  stations  \ 

/?o,  h  les  hauteurs  barométriques  réduites  à  zéro; 

3  3... 

-  y^o,    ô  ^  ^^^  diminutions  de  ces  hauteurs  par  l'humidité; 

fo,  t  les  températures  absolues  ; 

5  ^ 
a     un  coefficient  =  7-  à  la  surface  de  la  Terre,  et  rz:  2  dans  une 

4 


la  formule  dont  il  s'agit  est  la  suivante 


ascension  aérostatique  ; 
le  dont  il  s'agit  est  la  su 

:r  =  I  o5 , 1 7  3  (  T  -L-  o ,  0096  ces  s>.  ?.  )  [  1  H —  . a  - —  ) 

V  2  R„  K„/ 


1  3^4 

2  Tb 


3  ,  /  x\       -à 


']■ 


M.  Dorna  la  remplace  par  une  autre  formule  qu'il  en  déduit,  en 
égalant  deux  expressions  essentiellement  différentes  d'une  même 
quantité. 

DoRKA.  —  Suj'  l'Importance  scientifi(jue  de  Sopcrga  et  de  la 
Sacra  di  San  Michèle  pour  V  Obser^^atoire  de  2\irin,  et  sur  leurs 
différences  de  niveau  respectives.  (12  p.) 

Govi  (G.).  —  De  l'influence  des  vibrations  sonores  sur  les 
jets  de  gaz  froids  et  enflammés.  (10  p.) 

DoKNA.  —  Table  logohjpsométrique .  (60  p.) 
Après  une  Introduction,  dans  laquelle  l'auteur  expose  sa  méthode 
de  calcul,  vient  la  Table.  (46  p.) 

RiCHELMY.  —  Quelques  renmrques  sur  les  roues  dentées.  (3op.) 

Menabrea  (L.-F.).  — •  Sur  le  principe  d' élasticité .  (4  p.) 
Cet  article  est  suivi   d'observations  et  de  lettres  de  MM.  Em. 
Subbia,  C.  Barsotti,J.  Bertrand,  Yvon  Villarceau. 
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Denza.  —  Aurore  polaire  obseivée  en  Piémont  le  ^  ai>ril  1870. 
(6  p.) 

Chio  (F.).    —  Note  sur  la  formule  sommatoire  appliquée  au 

calcul  de  S  —  =  iH h-  +...H (10  p.) 

La  formule  de  Malmsten  (')  clonue  pour  ce  cas 

S  -  =  C  -i-  log  X  H ■ h     .  . 

X  IX  2 

OÙ  C  est  une  constante  connue,  Bi,B3,...  les  nombres  de  Ber- 
noulli,  et  o<^0<]i.  L'auteur  discute  l'ajjproximation  que  l'on  peut 
obtenir  à  l'aide  de  cette  formule. 

LuviNi.  —  Expér'ieiices  et  considérations  sur  V adhérence  entre 
les  solides  et  les  liquides.  (12  p.) 

Examen  des  expériences  de  Plateau. 

Genocchi  (A.).   —  Sur  quelques  écrits  attribués  à  Augustin 
Cauchj.  (5  p.) 
\oir  Bulletin^  t.  Il,  p.  2o3. 

DoKN-V.  —  Description  des  instruments  et  des  méthodes  en  usage 
à  l' Observatoire  de  Turin  pour  la  mesure  du  temps.  (3  p.) 

T.  VI;  1870-1871. 

Go  VI  (G.) .  —  Correction  des  coefficients  dans  la  formule  donnée 
par  Regnault  pour  le  calcul  des  dilatations  absolues  du  mercure. 

(5  p.) 

L'auteur  relève  des  inexactitudes  provenant  d'erreurs  de  chiffres 
dans  les  calculs  numériques.  En  posant 

è,  =  aT-hhli\ 

les  valeurs  des  coefficients  doivent  être  corrigées  ainsi  : 

a  =  0,00017901,     h  =  0,000000025222. . . , 
d'où 

log«  =  4^25288,     log  6  =  8,40178. 

(')  Joiunal  de  Crellc,  t.  35,  iS'ij. 
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M.  Govi  fait  suivre  sa  Note  d'une  Table  corrigée  des  dilatations  du 
mercure. 

Bruno  (G.).  —  Recherclies  sur  la  courbe  lieu  des  points  d'un 
hyperboloïde  gauche  pour  lesquels  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  sont  d'égale  longueur.  (22  p.) 

Ce  lieu  est  une  courbe  spliérique. 

Chio  (F.).  —  Tliéorenie  relatif  à  la  diffèrentiation  d'une  in- 
tégrale définie  par  rapport  à  une  'variable  comprise  dans  la  fonc- 
tion sous  le  signe  f  et  dans  les  limites  de  l  intégrale,  étejidu  au 
calcul  aux  différences ,  et  suivi  de  quelques  applications  (^). 
(37p.,fr.) 

Govi  (G.).  —  Sur  la  date  d'un  travail  inédit  de  Meusnier, 
relatif  à  l' équilibre  des  machines  aérostatiques,  et  sur  celle  de 
l'extrait  que  Monge  en  a  laissé,  et  que  V yicadémie  des  Sciences 
de  Paris  vient  de  publier.  (8  p.  fr.) 

La  Communication  de  Meusnier  à  l'Académie  des  Sciences  a  eu 
lieu  le  3  décembre  1783.  L'essai  de  son  appareil  fut  fait  à  Paris,  le 
i5  juillet  1784,  dans  une  ascension  faite  par  Robert,  Hullin  et  le 
duc  de  Chartres  (père  de  Louis-Philippe). 

Govi  (G.).  —  Sur  l'opportunité  de  la  publication  d'une  tra- 
duction inédite  de  /'Optique  de  Ptolémée.  (4  p.) 

M.  Egger  a  signalé  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  des  frag- 
ments du  texte  grec  de  V Optique  de  Ptolémée,  trouvés  à  Sakkara, 
en  1869,  en  ajoutant  que,  bien  que  l'Ouvrage  original  soit  perdu  et 
qu'on  n'en  possède  aucune  traduction  arabe  ou  syriaque,  il  existe 
cependant,  dans  diverses  bibliothèques,  une  traduction  italienne, 
faite,  probablement  vers  le  xii®  siècle,  par  un  certain  Eugenio 
Ammiraco,  Sicilien,  d'après  un  texte  syriaque  ou  arabe  dont  on 
ignore  la  destinée.  Il  existe  deux  copies  de  cette  traduction  à  la 
Bibliothèque  Nationale  de  Paris,  et  deux  autres  à  la  Bibliothèque 
Ambrosienne,  de  Milan.  M.  Govi  en  a  découvert  deux  de  plus  à  la 
Bibliothèque  Nationale  de  Florence.  Cet  Ouvrage  important  devrait 
être  imprimé  depuis  longtemps. 

Tessari  (D.).  — Sur  la  description  géométrique  des  engrenages 
à  axes  concourants.  (16  p.,  2  pi.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  68. 
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SiAcci  (Fr,).  —  Sur  quelques  transformations  des  équations 
différentielles  du  Problème  des  trois  Corps.  (i5  p.) 

«  Dans  un  Mémoire  publié  en  1842  (^),  Jacobi  a  démontré  que 
le  problème  des  trois  corps  peut  se  réduire  à  celui  de  deux  corps 
dont  la  force  vive  est  à  chaque  instant  égale  à  celle  des  trois  pre- 
miers. Il  en  a  déduit  que  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs 
menés  du  centre  de  gravité,  supposé  en  repos,  aux  deux  corps  fic- 
tifs, multipliées  par  les  masses  respectives  et  projetées  sur  un  plan 
quelconque,  donnent  une  somme  constante.  Il  a  réduit  finalement 
les  six  équations  différentielles  du  second  ordre,  qui  expriment  le 
mouvement  des  deux  corps,  à  six  autres,  dont  une  est  du  second 
ordre  et  les  cinq  autres  du  premier.  Les  intégrales  connues  du  Pro- 
blème des  trois  Corps  n'étant  qu'au  nombre  de  quatre,  savoir  l'in- 
tégrale des  forces  vives  et  les  trois  intégrales  des  aires,  il  en  résulte 
que  la  réduction  de  Jacobi  équivaut  à  la  découverte  d'une  nouvelle 
intégrale  du  fameux  problème. 

))  M.  Bi'iosclii  (^)  a,  depuis,  trouvé  un  nouveau  système  de  sept 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  équivalent  aux  six 
équations  de  Jacobi,  et  a  fait  voir  aussi  comment  on  en  peut  dé- 
duire une  formule  de  Bour  ('),  à  laquelle  celui-ci  est  parvenu  par 
une  analyse  assez  compliquée,  et  qui  fournit  un  système  d'équa- 
tions analogue  aux  précédents. 

»  Dans  la  présente  ÎSote,  l'auteur  propose  une  méthode  d'oui  on 
peut  déduire  une  infinité  de  systèmes  d'équations,  analogues  à  ceux 
de  Jacobi,  de  Bour  et  de  M.  Brioschi,  et  qui  donne,  comme  cas  par- 
ticuliers, les  systèmes  trouvés  par  ces  auteurs.    » 

Régis  (D.).  — Sur  les  suif  aces  d'égale  pente.  (21  p.,  i  pi.) 
«  Ce  Mémoire  contient  quelques  propositions  relatives  aux  rayons 
de  courbure  d'une  ligne  de  niveau,  de  la  directrice  et  de  l'arête  de 
rebroussement,  ainsi  qu'au  rayon  de  courbure  principale  maximum 
de  la  surface  en  un  quelconque  de  ses  points^  en  outre,  un  théo- 
rème relatif  au  volume  compris   entre  les  deux  nappes  d'une  telle 


(')  Sur  l'élimination  des  noeuds  dans  le  problème  des  trois  Corps  {Comptes  rendus  de 
r Académie  des  Sciences,  1842.  —  Opuscula  mathematica,  t.  I,  p.  3o). 

(-)  Sur  une  transformation  des  équations  différentielles  du  problème  des  trois  Corps 
{^Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1868). 

(')  Mémoire  sur  le  problème  des  trois  Corps  (^Journal  de  l'Ec.  Polyt.,  t.  XXI,  i856). 
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surface  avant  une  directrice  commune  (aussi  d'égale  pente),  un 
plan  horizontal  quelconque  et  les  plans  verticaux  projetant  sur  ce 
plan  horizontal  les  génératrices  de  la  surface  qui  passe  par  les 
extrémités  de  la  directrice.   » 

T.  VII;  1871-1872. 

Denza  (P. -F.).  —  Programme  des  obseruations  physiques  qui 
seront  exécutées  dans  le  tunnel  du  Mont-Cenis,  par  MM.  Secchi, 

DlAMILLA-MiJLLER  et  DenzA.  (9  p.) 

Govi  (G.).  —  Sur  l'inuejitioji  de  quelques  étalons  naturels  de 
mesure.  (  i5  p.,  fr.) 

Bruno  (G.).  —  Généralisation  et  corollaires  d' un  théorème  de 
Géométrie .  (  i4  p-) 

M.  de  la  Gournerie  a  énoncé  (^)  un  théorème  relatif  à  la  surface 
de  la  vis  à  iîlet  triangulaire,  que  M.  Bruno  généralise  ainsi  : 

«  Etant  donnée  une  surface  gauche  quelconque  X,  si  l'on  consi- 
dère une  de  ses  génératrices  i^ectilignes  AB,  dont  le  plan  central 
soit  vertical,  les  droites  tangentes  à  2  aux  divers  points  de  AB  et 
faisant  avec  l'horizon  un  angle  maximum  ont  pour  lieu  géomé- 
trique un  hjperboloïde  réglé,  dont  les  sections  horizontales  sont 
des  cercles.  » 

FoscOLO  (G.) .  —  Sur  les  demi-diamètres  menés  par  les  sommets 
ou  par  les  points  de  contact  d'une  ligne  polygonale  semi-régu- 
lière, inscrite  ou  circonscrite  à  une  conique.  (24  p-,  i  pi-) 

Les  propriétés  les  plus  remarquables,  relatives  aux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse,  appartiennent  aussi  à  d'autres  systèmes  de 
diamètres  ou  de  demi-diamètres  liés  par  des  conditions  particu- 
lières concernant  les  angles  qu'ils  font  entre  eux  et  avec  les  axes 
principaux.  On  obtient  ces  systèmes  de  demi-diamètres  enjoignant 
le  centre  d'une  ellipse  aux  sommets  ou  aux  points  de  contact  de 
certains  polvgones  semi-réguliers,  inscrits  ou  circonscrits  à  cette 
courbe,  en  se  rappelant  c|ue  cette  cjualification  de  semi-régulier  se 
rapporte  à  la  jirojection  d'un  polygone  régulier  sur  un  plan  quel- 
conque. L'auteur  est  arrivé  à  étendre  aux  diverses  espèces  de  co- 
niques les  propriétés  connues  de  ces  polygones,  et  d'autres  pro- 

(')   Trahc  de  Géométrie  descriptive,  ii°  99'2. 
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priétés  analogues,  par  une  voie  élémentaire,  indépendante  de  la 
théorie  des  projections  et  des  figures  homograpliiques. 

Govi  (G.).  —  SuJ^  la  dispersion  anormale  et  les  foyers  chro- 
tnatiques  des  laines  et  des  prismes.  (  i5  p.,  i  pi.) 

Sthuver  (G.).  —  Etudes  cristallographie ues  sur  l'hématite  de 
Traversella.  (5i  p.,  5  pi.) 

ScLOPis  (F.).  —  Comm,unication  d'une  Lettre  de  Lagrange  au 
marc/uis  D.  Caracciolo.  (7  p.) 

Dans  cette  Lettre,  datée  de  Berlin  et  écrite  en  italien,  Lagrange 
répond  d'abord  à  quelques  questions  sur  les  INIatliématiques,  qui 
lui  avaient  été  adressées  par  son  correspondant  5  il  décline  ensuite 
les  offres  d'une  haute  position  scientifique  dans  le  royaume  des 
Deux-Siciles,  que  lui  avait  faite  son  ami,  devenu  vice-roi  de  l'ile  de 
Sicile. 

Gobbi-Belcredi  (G.).  Sur  les  erreurs  azimutales  du  théodo- 
lite. (  10  p.) 

Berrtjtti.  —  Description  et  théorie  d'un  thermodjnaniomètre . 
(19  p.,  2  pi.) 

DoRNA  (A.).  — Sur  l'aurore  boréale  du  4  féi^rier  1872.  (3  p."* 

ZuccHETTi  (F.).  — Note  sur  un  mode  de  transmission  du  mou- 
vement entre  deux  axes  concourants.  (7p.,  i  pi.) 

Govi  (G.).  —  Le  Saint-Office,  Copernic  et  Galilée,  à  propos 
d'un  Ouvrage  posthume  du  P.  Olivieri  sur  le  même  sujet.  (2  art., 
56p.) 

Le  P.  Olivieri,  ex-général  des  dominicains  et  commissaire  de 
l'Inquisition,  mort  en  septembre  1 845,  est  connu  depuis  longtemps 
par  le  récit  que  fait  Biot  à' Une  Conversation  au  Vatican  (*).  L'Ou- 
vrage posthume  qui  vient  de  paraître  à  Bologne  est  le  développe- 
ment d'un  article  publié  sans  nom  d'auteur  dans  F  £//ziVe7-5ite  C<7- 
tholique,  en  i84i-  Le  contenu  de  l'Ouvrage  peut  se  résumer  ainsi 
en  quelques  lignes  :    «  Les  Congrégations  du  Saint-Ofiîce   et  de 

(')  Journal  des  Savanes,  i858,  p.  187.  —  Mélanges  scientifiques  et  littéraires,  t.  Il, 
p.  45i. 

Bull,  des  Sciences  matliém.  et  astron.,  t.  V.  (Décembre  1873.)  18 
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l'Index  condamnèrent  les  doctrines  de  Copernic  et  de  Galilée, 
comme  contraires  aux  saintes  Ecritures,  non  parce  que  l'immobi- 
lité du  Soleil  et  le  mouvement  de  la  Terre  ne  pouvaient  s'accorder 
avec  les  livres  sacrés,  mais  parce  que  ces  deux  auteurs  les  soutin- 
rent par  de  mauvaises  raisons  qui,  étant  contraires  à  la  saine  pliilo- 
phie,  paraissaient  opposées  à  l'Ecriture  sainte.  Si  Galilée  avait 
connu  la  pesanteur  de  l'air,  et  ne  se  fût  pas  obstiné  à  attribuer  les 
marées  à  la  combinaison  des  deux  mouvements,  diurne  et  annuel, 
de  la  Terre,  les  clioses  se  seraient  passées  autrement,  l'Eglise  ayant 
toujours  eu  pour  but  le  progrès,  mais  le  progrès  véritable,  dégagé 
d'erreurs,  soumis  à  la  parole  révélée  et  à  l'autorité  suprême  consti- 
tuée par  le  Christ  sur  la  terre.  »  M.  Govi  n'a  pas  de  peine  à  faire 
voir  que  les  erreurs  physiques  de  Galilée  n'ont  joué  aucun  rôle  dans 
son  procès,  et  qu'il  n'a  été  condamné  que  pour  les  vérités  dont  il 
s'était  fait  le  champion.  D'ailleurs  il  est  inexact  que  Galilée  ignorât 
la  pesanteur  de  l'air,  dont  il  avait,  bien  avant  son  premier  procès, 
donné  une  valeur  assez  approchée  (777). 

CuRiONi.  —  Sur  la  résistance  transversale  dans  les  solides  élas- 
tiques. (18  p.,  I  pi.) 

Chio  (F.).  —  Troisième  Mémoire  sur  la  série  de  Lagrange. 

(i4p.5fr.) 

Ce  Mémoire  posthume,  présenté  à  la  Société  Philomathique  de 
Paris,  renferme  des  additions  aux  deux  Mémoires  soumis  par  l'au- 
teur à  l'Académie  des  Sciences,  en  i844  ^t  en  1847,  ^^  insérés  dans 
le  Recueil  des  Savants  étrangers  (*).  L'auteur  discute  certaines 
propositions  énoncées  par  Cauchy  dans  ses  Ouvrages,  et  reproduites 
par  d'autres  géomètres,  soit  sur  la  convergence  de  la  série  de  La- 
grange,  soit  sur  les  caractères  distinctifs  de  la  racine  fournie  par 
cette  série. 

Genocchi  (A.).  — Etudes  sur  les  cas  d'intégration  sous  forme 
finie.  Second  Mémoire  (Extrait).  {4p-) 

Dans  un  précédent  travail,  présenté  à  l'Académie  de  Turin  en 
1864,  et  imprimé  dans  les  Memorie  de  cette  Académie,  1  auteur  a 


(')  T.  Xn.  No'iv  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  des   7  septembre  i8'|6 
et  2  mars  1862. 
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considéré  quelques  équations  différentielles  particulières  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  et  leur  a  appliqué  les  méthodes  de 
M.  Liouville,  pour  déterminer  dans  quels  cas  elles  sont  intégrables 
sous  forme  finie,  c'est-à-dire  au  moyen  des  fonctions  algébriques  et 
des  transcendantes  élémentaires,  ainsi  que  des  quadratures  indéfi- 
nies. Pfaff  a  traité  le  cas  d'une  équation  particulière  du  second 
ordre,  comprenant  toutes  celles  dont  il  est  ici  question  ;  il  a  ajouté 
plusieurs  cas  d'intégrabilité  à  ceux  qu'avait  indiqués  Euler,  mais  il 
n'a  pu  déterminer  si  ces  cas  étaient  les  seuls  possibles.  M.  Genocchi 
a  voulu  essayer  si  les  méthodes  employées  dans  son  premier  Mé- 
moire pourraient  lever  tous  les  doutes  relativement  à  l'équation 
de  Pfaff",  et  il  expose  une  partie  de  ses  résultats  dans  le  Mémoire 
dont  il  indique  l'objet  dans  la  présente  Note. 

L'auteur  continue,  dans  ce  second  Mémoire,  à  faire  usage  des 
méthodes  de  !M.  Liouville,  la  plus  grande  facilité  que  présentent 
les  autres  méthodes  pouvant  bien  n'être  qu'appai^ente.  La  recherche 
des  propriétés  d'une  fonction  définie  par  une  équation  différentielle 
ou  l'usage  des  propriétés  données  d'une  fonction  pour  former  une 
équation  différentielle  propre  à  la  définir,  sujets  de  recherches  que 
se  sont  proposés  Riemann  et  d'autres,  relativement  à  la  série  hyper- 
géométrique  et  à  des  séries  plus  générales,  offrent  des  questions 
d'une  haute  importance,  mais  distinctes  de  celles  que  M.  Genocchi 
étudie.  De  telles  équations  différentielles  comprenant  des  fonc- 
tions exprimables  par  les  signes  algébricpies,  exponentiels  et  loga- 
rithmiques, ou  par  les  quadratures  indéfinies,  et  tout  aussi  bien 
des  fonctions  non  exprimables  de  cette  manière,  il  est  clair  que  les 
propinétés  auxquelles  on  a  recours  ne  peuvent  servir  à  distinguer 
les  unes  des  autres. 

En  outre,  si  l'on  admet  l'importance  des  cjuestions  que  l'on  vient 
d  indiquer,  on  ne  peut  méconnaître  celle  de  l'autre  recherche  sur  la 
possibilité  ou  l'impossibilité  de  rej)résenter,  par  les  symboles  con- 
nus ou  par  les  quadratures  indéfinies,  une  forme  bien  déterminée 
seulement  par  une  équation  différentielle,  puisque  la  classe  suscep- 
tible d'une  telle  représentation  comprend  les  fonctions  dont  les 
propriétés  et  l'usage  nous  sont  le  plus  familiers.  L'auteur  cite, 
comme  preuve,  le  grand  nombre  des  travaux  récents  relatifs  à  cet 
objet,  et  il  indique,  en  terminant,  les  équations  différentielles  pour 
lesquelles  il  a  établi  les  conditions  d'intégrabilité. 

18. 
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DoRNA  (A.).  —  Su?'  les  Cartes  célestes  de  l'Académie  joyale 
des  Sciences  de  Turin.  (3p.) 

Suivi  d'une  Lettre  de  M.  Scliiaparelli. 

SiAcci  (E.).  —  Sur  une  transformation  simultanée  de  deux 
formes  quadratiques,  et  sur  la  conique  par  rapport  à  laquelle 
deux  coniques  données  sont  polaires  réciproques.  (12  p.) 

La  question  de  trouver  une  conique  par  rapport  à  laquelle  deux 
coniques  données  soient  polaires  réciproques  a  été  résolue  géomé- 
triquement par  M.  Cremona,  analytiquement  par  MM.  Ruffini  et 
Battaglini.  Ce  dernier  (^),  à  l'aide  de  la  théorie  des  invariants,  est 
parvenu  à  une  solution  développée,  et  a  découvert,  en  outre,  des 
propriétés  remarquables  des  coniques  qui  satisfont  au  problème 


général . 


M.  Siacci,  en  s'occupant  d'une  substitution  spéciale,  au  moyen 
de  laquelle,  étant  données  deux  formes  quadratiques,  on  peut 
transformer  cliacune  d'elles  dans  l'autre,  à  un  coeflicient  constant 
près,  a  été  conduit  à  considérer  une  troisième  forme  qui  possède, 
entre  autres  propriétés  remarquables,  celle  de  devenir,  dans  le  cas 
de  trois  variables,  la  conique  même,  par  rapport  à  laquelle  les  deux 
premières  sont  polaires  réciproques.  L'objet  de  la  présente  Note  est 
l'étude  de  cette  forme. 

SiAcci  (F.).  —  Tliéoreme  sur  les  déterminants  et  quelques- 
unes  de  ses  applications.  (12  p.) 

Bruno.  —  Propositions  sur  les  coniques.  (16  p.,  1  pi.) 

DoRNA  (A.).  —  Sur  la  priorité  des  découvertes,  et  sur  quelques 
observations  d'aurores  boréales  et  de  perturbations  magnétiques, 
au  point  de  vue  des  actions  électromagnétiques  mutuelles  suppo- 
sées du  Soleil  et  des  planètes.  (7  p.) 

(')  Atti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei  di  Roma,  séance  du  7  avril  1872. 
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TIDSSKRIFT  for  Mathematik.  3*^5006  ('). 
T.  I;  1871  (fin). 

Zeuthen  (H.- g.).  —  Sur  le  principe  de  dualité.  (Deuxième 
eL  troisième  article,  3o  p.) 

Introduction  delà  dualité  dans  la  Géométrie  analytique  plane. 
Toute  proposition  géométrique  est  renfermée  dans  une  proposition 
à  laquelle  le  principe  de  dualité  peut  s'appliquer. 

Petersen  (J.).  —  Courbes  parallèles.  (4  p.) 

Steen  (A.).  —  Le  nombre  des  cycles  que  l'on  peut  former  ai^ec 
des  nombres  entiers  et  positifs,  dont  la  somme  est  un  nombre  pre- 

nder  doJiné  p.,  est  égal  à '  •  (5  p.) 

On  entend  par  cycle  un  groupe  de  deux  nombres  au  moins  dis- 
posés en  cercle. 

T.  H;  1872. 

LoRENz  (L.).  —  Compensation  des  erreurs  d' obsen'ation. 
(20  p.) 

Exposition  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

BucHWALD  (E.).  —  Condition  pour  qu'une  fonction  algébrique, 
rationnelle  et  homogène  du  second  degré  de  N  variables  soit 
constamment  positive  ou  constamment  négative  pour  toutes  les 
valeurs  de  ces  variables.  (5  p.) 

Cette  condition  fondamentale  dans  la  théorie  des  maxima  et  des 
minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables  consiste  en  ce  que,  la 
fonction  proposée  étant  représentée  par  E  7z„  x^x^,  l'expression 


I  «,,     a, 2      ...      a,r 
!  «21      «J2      ...      a-ir 

«ri         ttri         .  .   .  rtrr 


soit  positive  pour  /'  =  i,  2,.  .  .,  N,  le  signe  -\-  étant  pris  lorsque 
le  polynôme  doit  être  positif,  le  signe  —  lorsqu'il  doit  être  négatif. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  i5. 
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Zelthen  (H. -G.).  —  Démonstration  élémentaire  d' un  théo- 
rème de  la  nouvelle  Algèbre.  (24  P-) 

Théorie  des  invariants  et  des  covariants. 

Steen  (A.).  —  Condition  pour  que  trois  cercles  ou  quatre 
sjyhères  passent  par  uti  même  point.  (8  p.) 

Petersen  (J.).  — Démonstration  des  théorèmes  de  Wilson  et 
de  Fermât,  (i  p.) 

Zeuthen  (H,-G.).  —  Sur  les  n  [ji  —  i)  tangentes  menées  d'uji 
point  à  une  courbe  du  n'^'""  ordre.  (2  p.) 

Lorsqu'on  sait  que  n  [n  —  i)  droites,  passant  par  un  même  point, 
sont  tangentes  à  une  même  courbe  du  7i'^"^  ordre,  on  peut  con- 
struire une  nouvelle  courbe  du  7z'^°"^  ordre,  tangente  aux  mêmes 
droites  et  satisfaisant,  en  outre,  à  trois  conditions  arbitraires.  D'où  il 

suit  que  l'on  ne  peut  choisir  arbitrairement  que '  —  3  lignes 

seulement,  passant  par  un  même  point  et  tangentes  à  une  même 
courbe  du  ji^^'^^  ordre. 

Petersen  (T.).   —  Contribution  à   la  théorie  des  enveloppes. 

(ï7P-) 

Cette  théorie,   intimement  liée  à  celle  des  solutions  singulières 

des  équations  différentielles,  est  traitée  d'une  manière  incomplète 
dans  la  plupart  des  Ouvrages  sur  le  Calcul  différentiel.  L'auteur 
présente  plusieurs  remarques  dont  on  n'a  pas  généralement  tenu 
compte  jusqu'cà  présent.  Il  faut  d'abord  distinguer  le  cas  où  le  para- 
mètre de  l'enveloppée  est  fonction  d'une  autre  variable  du  cas  où  il 
est  lui-même  une  variable  indépendante,  le  premier  cas  pouvant 
fournir  des  solutions  que  le  second  ne  donne  pas.  Il  y  a  lieu  aussi 
d'examiner  ce  qui  se  passe  lorsque  le  point  d'intersection  des  deux 
enveloppées  consécutives  est  un  point  double.  La  nature  du  pro- 
blème peut  changer  avec  la  forme  sous  laquelle  on  présente  l'équa- 
tion de  l'enveloppée. 

ZacharitE  (G.).  —  Compensation  des  erreurs  d'observation. 
(6  p.) 

Remarques  au  sujet  du  Mémoire  de  M.  Lorenz  publié  dans  le 
même  volume.  [Voir  plus  haut.) 

Hansen  (P.-C.-V.).  —  Courbure  des  surfaces.  (12  p.) 
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LoRENZ  (L.).  —  Contribution  au  problème  des  compensations. 

(10  pO 

Addition  au   Mémoire  précédent.  Réponse    aux  remarques  de 

M.  Zachariae. 

Stee>-  (A.}.  —  Sur  l'écoulement  d'un  fluide  pesant  par  une 
ouverture  latérale.  (4  p-) 

Zeuthex  (H. -G.).  — ■  Sur  le  principe  de  dualité.  (Quatrième  et 
dernier  article,  20  p.) 

Remarques  historiques. 

Petersen  (J.).  —  Sur  la  transformation  des  coordonnées  en 
Stéréométrie.  (2p.) 

Zacharie  (G.).  —  Compensation  des  erreurs  d'observation. 
(6  p.) 


ARCHRŒS  NÉERLANDAISES  des  Sciences  ex.^ctes  et  naturelles.  In-8°  ('). 
T.  VI,  1871. 
Baehr  (G.-W.-F.).  —  Sur  le  mouvement  de  l'œil.  (35  p., 

Le  mouvement  de  l'oeil  est  celui  d'un  corps  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  point  fixe  5  mais  sa  généralité  est  restreinte  par  deux 
lois,  dont  la  première,  énoncée  par  Donders,  consiste  en  ce  que  la 
position  que  prend  le  globe  de  l'œil  autour  de  la  ligne  du  regard 
dépend  uniquement,  pour  certaine  position  de  la  tète,  de  la  direc- 
tion de  cette  ligne,  et  non  de  la  volonté  de  l'observateur,  ni  du 
chemin  qu'a  parcouru  cette  ligne  pour  arriver  à  sa  direction.  Sui- 
vant la  seconde  loi,  celle  de  Listing,  la  position  du  globe  oculaire, 
pour  une  direction  quelconque  de  la  ligne  du  regard,  est  la  même 
que  celle  que  prendrait  ce  globe,  en  partant  d'une  certaine  position 
normale  o\x  primaire,  pour  venir  immédiatement  dans  sa  nouvelle 
position,  par  une  rotation  unique  autour  d'un  axe  fixe,  perpendi- 
culaire à  la  ligne  du  regard  dans  sa  direction  primaire  et  dans  sa 
nouvelle  direction.  M.  Baehr  développe  les  conséquences  mathé- 
matiques de  ces  deux  lois,  et  traite  des  moyens  de  les  vérifier. 

('■)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  3 '17. 
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Stamkart  (F.- J.).  —  Sur  une  manière  de  déterminer  la  densité 
d'un  liquide  dans  une  capacité  fermée .  (6  p.) 

BiERENS  DE  Haajv  (D.).  —  Note  sw  la  différentiation  et  l'ijité- 
gration   d'une  intégrale  multiple  par  rapport  à   une  constante. 

On  sait  comment  on  peut  diflerentier  ou  intégrer  une  intégrale 
simple  par  rapport  à  une  constante,  toutes  les  fois  que  la  fonction 
sous  le  signe  f  reste  continue  entre  les  limites  de  l'intégration.  Si 
les  limites  de  l'intégrale  sont  indépendantes  de  la  constante,  il 
suffit  de  dilférentier  ou  d'intégrer  sous  le  signe  J.  Si  les  limites 
dépendent  de  la  constante,  la  formule  devient  moins  simple.  On 
peut  voir,  à  ce  sujet,  un  Mémoire  de  l'auteur  (^),  où  sont  exposées 
les  formules  pour  l'intégration  dans  ce  cas. 

Quand  on  passe  aux  intégrales  multiples,  les  règles  sont  les 
mêmes,  si  les  limites  sont  indépendantes  de  la  constante  par  rap- 
port à  laquelle  on  différentie  ou  l'on  intègre.  Il  reste  à  considérer 
le  cas  ou  les  limites  des  intégrations  dépendent  de  cette  constante. 
C'est  ce  qui  fait  l'objet  de  la  Note  actuelle. 

ScHOTjTE  (P. -H.).  — Homographie  et  son  application  à  la  théo- 
rie des  surfaces  du  second  ordre.  (6  p.) 

Analyse  d'une  thèse  (^)  présentée  par  l'auteur  à  l'Université  de 
Leyde.  L'objet  de  ce  travail  est  l'application  de  la  méthode  géomé- 
trique à  la  recherche  des  propriétés  des  systèmes  homographiques 
de  l'espace.  L'auteur,  s'écartant  de  la  marche  suivie  par  ]NL  Chasles 
dans  les  Mémoires  annexés  à  V aperçu  historique,  établit  l'homo- 
graphie d'une  manière  indépendante  delà  corrélation  et  de  la  théo- 
rie des  surfaces  du  second  ordre,  ce  qui  lui  permet  de  l'employer 
dans  l'étude  de  ces  surfaces. 

Van  Geer  (P.).  —  Sur  le  mouvement  rectiligne  d'un  point 
inatériel.  (24  P-) 

Etude  du  mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe,  soit 
dans  le  vide,  soit  dans  un  milieu  résistant. 


(')  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Akademie  van  JFetenschappen  ce  Amsterdam. 
I«  Reeks,  Dl.  IV,  p.  332;  i856. 

(-)  Homographie  en  hare  toepassing  op  de  théorie  der  oppervlakken  van  den  tweeden 
graad.  Akadcmisch  Proe/schrift.  Leyde,  Doesburgh,  1870. 
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GuNKiNG  (J.-W.).  —  L' Empirisme  et  la  Science,  esquisse  his- 
torique sur  Lavoisier.  (11  p.) 

Dans  cet  extrait  d'un  Discours  prononcé  en  1871  devant  la 
Société  des  Sciences  naturelles  d'Amsterdam,  l'auteur  défend 
Lavoisier  contre  les  injustes  critiques  dont  il  a  été  l'objet  de  la  part 
de  quelques  savants  allemands. 

T.  VH;  1872. 

RuTGERS  (A.).  —  Sur  les  différentielles  à  indices  quelconques. 
(II  p.) 

Une  fonction  j  étant  développée  en  une  série  exponentielle  de 
la  forme  EA^^.e'""',  M.  Liouville  définit  sa  dérivée  d'ordre  fraction- 
naire p  par  la  formule 

dPr       ^  .  ,    s 

■^  (a:)  désignant  un  terme  complémentaire,  dont  M.  Liouville  a  dé- 
terminé la  forme  générale.  On  en  déduit  une  expression  d'une  inté- 
grale d'ordre  fractionnaire  quelconque  sous  forme  d'une  intégrale 
définie  ordinaire.  M.  Rutgers  développe  les  conséquences  de  cette 
formule,  et  indique  une  méthode  pour  développer  une  fonction 
donnée  en  série  d'exponentielles. 

BosscHA  (J.)  jr.  —  Les  déterminations  des  températures  daîis 
les  expériences  de  M.  Regnault  sur  les  forces  élastiques  de  la 
vapeur  d'eau.  (i3  p.) 

De  Jong  (J.).  —  De  l'équation  intégrante.  (6  p.) 
M.  xUoys  Mayr  (*)  a  donné  une  démonstration  très-simple  du 
critérium  établi  par  Euler  pour  reconnaître  si  une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  quelconque  est  directement  intégrable.  M.  de 
Jong,  dans  une  thèse  intitulée  :  «  De  Integreerende  factor  en 
de  Integreerende  'vergelijking  »,  Leyde,  1871 ,  et  dont  la  présente 
Note  est  une  analyse,  applique  cette  condition  à  la  recherche  du  fac- 
teur d'intégration  pour  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants 

(0  2a,j('"'  =  o, 


(')  Der  integrirende  Factor  nnd  die  particularen  Intégrale.  WùrzhurQ,  ]86S.    i  vol. 
in-8°,  î4o  p. 
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à  laquelle  se  ramène  ensuite  l'équation  E«,.r';^^'^  =:  o.  Si  (p  est 
un  facteur  tel  que  le  produit  c^  f/x  2  a,  j)^^'^  soit  une  différentielle 
exacte,  cf»  est  déterminé  par  l'équation 

que  M.  Mayr  a  nommée  l' équation  intégrante,  et  qui  est  linéaire 
comme  l'équation  (i)  et  de  même  ordre  qu'elle.  Ces  équations 
montrent  que,  sij^  =/  (x),  tp  sera  égal  s.  f  [ —  x).  On  en  conclut 
que  j'^  est  le  facteur  d'intégration  de  l'équation  (2).  L'auteur  déduit 
théoriquement,  de  ces  considérations,  que  les  intégrales  particu- 
lières sont  de  la  forme  j^  =  e'"^,  ce  qu'Euler  avait  posé  en  quelque 
sorte  empiriquement. 

Versluys  (  J.).  —  Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  asso- 
ciative de  la  multiplication  des  quaternions.  (6  p.) 

On  sait  que  la  multiplication  de  deux  quaternions  </,  </' n'est  pas 
une  opération  commutative,  c'est-à-dire  que  l'on  n'a  pas,  comme 
dans  la  multiplication  ordinaire,  q  X  q'  =  q'  X  q\  mais  la  multi- 
plication des  quaternions  jouit,  comme  la  multiplication  ordinaire, 
de  la  propriété  associative,  exprimée  par  l'équation 

{q  >Cq')-Xq"  =  q-X{q'Xq"), 

et  de  la  propriété  distributive,  exprimée  par  les  équations 

{q'-h  q')y<q"  =  qX  q"  -hq'>:q", 
q-Xiq'  ^  q")  =  q  X  q'  -^  q  -X  q". 

La  propriété  associative  a  été  démontrée  par  Hamilton  et  par 
Môbius  au  moyen  de  considérations  géométriques.  M.  Versluys  en 
donne  une  démonstration  plus  simple,  analogue  à  celle  de  la  pro- 
priété distributive. 

OuDEMANS.  —  Rapport  géfiéral  sur  les  observations  de  l'éclipsé 
totale  du  12  décembre  1871,  dressé  d'après  les  rapports  partiels 
des  différents  observateurs  à  l'île  de  Java,  par  l' Ingénieur  en 
chef  du  service  graphique  des  Indes  orientales .  (10  p.) 

DoKDERS  (F.-C).  —  La  projection  des  phénomènes  visuels 
suivajit  les  lignes  de  direction.  (19  p.) 

Discussion  relative  à  l'appréciation  de  la  distance  d'un  objet. 
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BiEKENS  DE  Haan  (D.).  —  La  méthode  d'Euler,  pour  l'intégra- 
tion de  quelques  équations  différentielles  linéaires,  démontrée  à 
l' aide  de  l'équation  intégrante.  (i6  p.) 

L'auteur  reprend  avec  de  nouveaux  développements  le  sujet 
traité  par  M.  de  Jong  dans  le  travail  que  nous  avons  mentionné 
plus  haut. 

Baehr.  (G.-W.-F.).  —  Sur  les  racines  des  équations 
f     cos  ' ^cos  w)  ^w  =  o,     et      j    CCS  (.r  cos6j)sin=03  Jr,)=:o. 

(8pv 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  u.ND  ANGEWANDTE  Mathematik,  lierausgegcben  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

T.  7G,  Cahiers  i  et  2;  1873. 

Weber  (H.).  —  Sur  les  courants  stationnaires  de  V électricité 
dans  les  cylindres.  (20  p.) 

Le  Mémoire  fait  suite  à  un  autre,  publié  par  le  même  auteur, 
au  tome  7o  du  Journal  de  Borchardt  [Bull.,  t.  IV,  p.  89). 
M.  Weher  y  avait  montré  comment  les  fonctions  besséliennes  ser- 
vent à  résoudre  le  problème  pour  un  cylindre  conducteur.  Cepen- 
dant la  formule  qu'il  avait  trouvée  alors,  et  qui  exprime  la  tension 
à  l'intérieur  du  cylindre,  offre  l'inconvénient  d'être  très-peu  con- 
vergente pour  les  points  de  la  surface  courbe  ;  par  conséquent,  elle 
ne  se  prête  à  l'expérience  que  pour  les  points  intérieurs  et  pour  les 
bases  planes.  11  serait  donc  intéressant  d'exprimer  la  tension  par 
une  formule  qui  fût  apj)licable  aux  points  de  la  surface  cylindrique  5 
c'est  ce  que  fait  l'auteur  dans  ce  nouveau  Mémoire. 

Comme  la  nature  du  problème  proposé  entraine  la  discontinuité 
des  fonctions  qui  le  résolvent,  il  faut  renoncer  à  une  bonne  con- 
vergence dans  une  surface  quelconque  Cjui  contient  les  électrodes 
qu'on  suppose  être  des  points  séparés.  Le  problème  consiste  donc 
à  choisir  une  surface  de  divergence  qu'on  ne  peut  guère  aborder 
par  l'expérience  5  tel  a  été  le  résultat  du  beau  Mémoire  de  Rie- 
mann  sur  le  problème  des  anneaux  de  iVobili.  Ainsi  l'auteur  cherche 


284  BULLETIN  DES  SCIENCES 

une  transformation  semblable  pour  exprimer  la  tension  de  Félec- 
tricité  dans  un  cylindre  limité,  si  elle  y  entre  et  qu'elle  en  sorte  par 
deux  électrodes  situées  symétriquement  à  la  surface  et  au  plan  mé- 
dian. Au  lieu  de  prendre,  comme  antérieurement,  la  surface  cylin- 
drique pour  surface  de  mauvaise  convergence,  l'auteur  renonce  cette 
fois  à  la  convergence  dans  les  deux  sections  normales  qu'on  peut 
mener  par  les  électrodes,  et  il  réussit  par  là  à  trouver  des  expres- 
sions convergentes  sur  la  surface  à  une  petite  distance  de  ces  sec- 
tions. 

La  même  méthode  s'applique  encore  à  quelques  cas  plus  compli- 
qués. M.  Hermann  avait  engagé  M.  Weber  à  entreprendre  ces  re- 
cherches pour  expliquer  un  phénomène  électrique  observé  par 
Matteucci  [Comptes  rendus  de  V académie  des  Sciences ,  t.  L\I, 
p.  760,  et  t.  LXV,  p.  lai,  194)-  La  théorie  mathématique 
se  trouve  d'accord  avec  l'explication  du  phénomène  qu'a  donnée 
M.  Hermann.  Ce  savant  ramène  la  propagation  du  courant,  dans  un 
fluide  qui  environne  le  fil  conducteur,  à  une  polarisation  propor- 
tionnelle à  l'intensité  du  courant  et  prenant  son  origine  à  la  surface 
limite. 

KiEPERT  (L.).  —  Exécution  effective  de  la  multiplication  des 
fonctions  elliptiques  pour  des  nombres  entiers.  (i3  p.) 

Le  problème  de  la  multiplication  rationnelle  des  fonctions  ellip- 
tiques se  résout  par  deux  méthodes  distinctes  ;  l'une  repose  sur  l'ap- 
plication réitérée  du  théorème  de  l'addition  des  fonctions  ellipti- 
ques^ l'autre  demande  deux  transformations  consécutives;  mais  les 
opérations  algébriques  qu'elles  exigent  sont  tellement  compliquées, 
qu'elles  deviennent  illusoires  quand  il  s'agit  de  calculer  le  résultat 
pour  un  multiplicateur  premier  plus  grand  que  7,  et,  quand  même 
on  aurait  effectué  les  calculs  laborieux,  les  formules  se  présente- 
raient sous  une  forme  rebutante.  M.  Kiepert  développe  des  for- 
mules d'une  élégance  remarquable  et  qui  donnent  le  résultat,  sous 
forme  explicite,  pour  un  multiplicateur  quelconque.  La  fonction 
cherchée  s'exprime  immédiatement  par  certaines  autres,  qu'on 
trouve  être  des  déterminants  dont  les  éléments  sont  formés  par  la 
fonction  de  l'argument  simple  et  par  ses  dérivées.  N'oublions  pas 
de  faire  observer  qu'il  faut  toujours  encore  calculer  ces  détermi- 
nants et  ces  dérivées. 
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KiEPERT  (L.).  — Résolution  des  équations  de  transformation, 
et  division  des  fonctions  elliptiques,  (i  i  p.) 

La  résolubilité  des  équations  dont  dépend  la  division  des  fonc- 
tions elliptiques  a  été  découverte  par  Abel  [OEuwres  covipL,  t.  I, 
p.  i65).  M.  Kiepert  reclierche  les  expressions  des  racines  elles- 
mêmes  5  il  réduit  la  résolution  de  l'équation  du  degré  ir  à  celle  de 
deux  équations  du  degré  72,  qui  dérivent  de  la  transformation  du 
degré  n.  Le  développement  subsiste  pour  un  nombre  n  quelconque, 
pair  ou  impair,  premier  ou  composé.  Dans  toutes  ses  recherches, 
M.  Kiepert  se  sert  de  la  forme  normale  introduite  par  M.  Weier- 
strass  pour  les  fonctions  elliptiques,  mais  dont  personne  n'avait 
encore  fait  usage.  Il  faut  vivement  regretter  que  cet  illustre  géo- 
mètre ne  cède  pas  aux  vœux  de  ses  élèves  et  du  monde  mathéma- 
tique, en  facilitant,  par  la  publication  de  ses  recherches,  la  lecture 
des  Mémoires  dont  il  a  souvent  suggéré  lui-même  la  première  idée. 

BoRCHARDT  (C.-W.).  —  Sur  la  transformation,  en  coordonnées 
générales  orthogonales,  des  équations  d' élasticité.  (i4p.) 

Soient  x,j)'^,  z  les  coordonnées  cartésiennes  et  orthogonales  d'un 
point  d'un  corps  élastique  en  équilibre  d'élasticité;  x  -f-  u,  r  -\-  t', 
z  -f-  w  les  coordonnées  du  même  point  après  une  déformation 
élastique;  alors  la  détermination  des  déplacements  u,  v.^  w  dé- 
pend de  trois  équations  simultanées  aux  différences  partielles,  li- 
néaires et  du  second  ordre,  et  encore  de  trois  conditions  de  limites 
pour  la  surface  du  corps.  Mais,  si  le  corps  est  isotrope,  ces  équations 
aux  différences  partielles  se  simplifient  beaucoup;  car,  si,  outre  les 
trois  dilatations 

du       dv       div 
dx       dy       dz 

et  les  trois  glissements 

dv       dw       àa'       du       du        dv 
dz        df       dx        dz        dy       dx^ 

on  considère  aussi  les  trois  composantes  doubles  de  la  rotation  élé- 
mentaire 

,. dv  ^dw  dw       du  du       dv 

dz        df  dx        dz  dj-       dx 
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et  enfin  la  dilatation  cubique 

^        du       âv        ôw 
ax       df       oz 

les  équations  aux  différences  partielles,  pour  les  déplacements  élas- 
tiques des  corps  isotropes ,  possèdent  la  propi^iété  caractéristique 
de  pouvoir  être  composées  avec  les  dérivées  des  quatre  combinai- 
sons P,  U,  V,  w. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Liouville  (1841)1  Lamé 
avait  démontré  que,  si  l'on  forme,  pour  un  système  général  de 
coordonnées  curvilignes  orthogonales ,  les  expressions  de  la  dila- 
tation cubique  et  des  trois  composantes  de  la  rotation  élémentaire 
prises  dans  le  sens  des  coordonnées  croissantes,  les  équations  aux 
diflérences  partielles  pour  les  déplacements  élastiques  peuvent  de 
même  être  composées  au  moyen  de  ces  quatre  grandeurs  et  de  leurs 
dérivées.  Le  calcul  par  lequel  Lamé  était  parvenu  à  ce  résultat 
important  est  d'une  élégance  digne  de  l'auteur  des  coordonnées 
curvilignes^  mais  ce  calcul  est  bien  long,  et  il  semblait  évident  que 
le  résultat,  dont  l'énoncé  est  si  simple,  devait  pouvoir  s'obtenir  par 
des  considérations  plus  directes. 

A  cet  elfet,  M.  Borcliardt  part  de  la  variation  d'une  intégrale 
triple  à  laquelle  Green  a  réduit  les  équations  de  l'élasticité  \  c'est 
une  voie  indiquée  déjà  par  Jacobi  (t.  36  du  même  Journal).  Mais 
la  méthode  de  Jacobi  ne  suffit  pas  cette  fois  ;  car  les  dilatations  et 
les  glissements  forment  un  groupe  de  grandeurs,  tandis  que  les  ro- 
tations élémentaires  en  forment  un  autre,  et,  pour  chacun  de  ces 
groupes,  il  y  a  une  transformation  particulière  et  très-simple  ;  mais, 
quand  on  mêle  ces  deux  groupes,  on  ne  peut  plus  reconnaître  de 
loi  simple  de  transformation.  En  séparant  donc  ces  deux  groupes, 
et  en  considérant  les  différences  ordinaires  au  lieu  des  différences 
partielles,  on  retrouve  le  résultat  de  Lamé  presque  sans  aucun  calcul . 

DuRÈGE  (H.).  —  Supplément  au  Mémoire  «  Sur  les  formes  des 
courbes  du  troisième  ordre  »  (t.  75,  p.  i53.  Bull.,  t.  1\  ,  p.  90). 

M.  Durège  avait  cru  qu'une  ovale  faisant  partie  d'une  courbe  du 
troisième  ordre  possède  toujours  des  asymptotes  imaginaires^  ce- 
pendant M.  Schroter  a  étudié,  dans  les  Mathematische  Annalen, 
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une  courbe  du  troisième  ordre  qui  a  ses  trois  asymptotes  réelles  et 
dont  une  ovale  fait  partie  5  donc  il  faut  ajouter  aux  formes  des  courbes 
énumérées  par  M.  Durège  celles-ci,  appartenant  au  premier  genre  : 

Trois  asymptotes  rectilignes  :  la  partie  U  consiste  en  trois  traits 
allant  à  l'infini^  cliaque  asymptote  est  touchée  par  deux  branches 
qui  n'appartiennent  pas  au  même  trait  5  S  forme  une  ovale  5 

Une  asymptote  rectiligne  et  une  autre  parabolique  :  lapartie  U 
consiste  en  deux  traits  allant  à  l'infini  5  une  branche  de  chaque  trait 
va  toucher  l'asymptote  rectiligne,  l'autre  se  rattache  à  l'asymptote 
parabolique;  S  forme  une  ovale. 

Du  BoIS-REYMO^"D  (P.).  —  iS'ouvelle  théorie  de  la  convergence 
et  de  la  divergence  des  séries  dont  les  termes  sont  positifs.  (82  p.) 

L'auteur  parvient  à  des  critères  assez  simples,  en  mettant  un  terme 
quelconque  de  la  série  sous  la  forme 

"/>  =  7^  (<^'/>  — «'>-+>)• 

Ces  critères  ressemblent  en  quelque  sorte  à  ceux  qu'a  donnés 
M.  Kiunmer  (t.  13  dn  Journal)  ;  il  y  entre  des  fonctions  d'ordre  p. 
La  recherche  de  ces  fonctions  se  trouve,  en  général,  réduite  à  des 
logarithmes  réitérés.  Quoiqu'il  ne  nous  semble  pas  que  les  auteurs 
aient  cru  que  ces  critères  logarithmiques  pussent  épuiser  à  fond  la 
convergence,  il  est  pourtant  intéressant  d'avoir,  dans  ce  Mémoire, 
une  démonstration  de  l'existence  de  séries  qui,  quoique  convergentes, 
le  sont  si  peu  que  les  critères  logarithmiques  ne  suffisent  pas  pour 
le  constater. 

Mertens.  —  Sur  le  problème  de  Malfattipour  le  triangle  sphé- 
rique.  (5  p.) 

M.  Schellbach  a  donné,  au  tome  4S  du  même  Journal,  une  so- 
lution très-élégante  de  ce  problème  5  actuellement  M.  JMertens  fait 
voir  de  quelle  manière  on  peut  déduire  de  la  solution  de  M.  Schell- 
bach de  formules  qui  ressemblent  parfaitement  à  celles  par  les- 
quelles Malfatti  a  résolu  le  problème  du  plan. 

Malet  (John-C.) .  —  Sur  la  réduction  des  intégrales abéliennes . 
(16  p.  5  angl.) 

Désignons  la  fonction 


v/(i  -  ^^)  (i  -  k'x']  (  I  -  k\  x^)...[i-  klm-^^n 
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par  le  symbole  A2,„_i  (A",  x),  où  k  est  le  type  des  modules  et  le  suf- 
fixe im —  I  de  A  en  désigne  le  nombre;  alors,  si  les  modules 
A',  Al,  Ao, .  .  .  satisfont  aux  équations 

(  I  )  k  =  ki  ki  =  ki  kt  =  .. .—  k^m-z  kvn-i  : 

i'^  Les  intégrales 


'.r 


r-^         dx  r""      x'dx  r^      x^^dx 

X    ^,m-^{k,x)'     Jo    A2„_,  (/r,  ^)' '  *  '  '      J^    A^m-dk, 

r""         dx     r^ dx  p       dx 

Jo    (\  —  x-)Xn,-^(k,xy    Jo    {i—k'x'}A,^_,{k,x)'    Jy    x'X„,_^{k,x) 
dépendront  d'intégrales  ayant  cette  forme  : 


2°  L'intégrale 


r/.5 


I  +  /i:r-)  A2m_,(  A",  jf  ) 
dépendra  des  mêmes  intégrales  et  encore  d'autres  ayant  cette  forme 

dr 


r 


(i  +  vj^)A„,_,(>.,j) 


Le  nombre  des  modules  compris  sous  les  intégrales  réduites  sera 
m  —  I  si  m  est  pair,  tu  si  m  est  impair.  L'auteur  démontre  ce  théo- 
rème, développe  par  des  transformations  d'autres  conditions  qu'on 
peut  substituer  aux  équations  (i),  et  en  fait  l'atpplication  à  la  ré- 
duction d'intégrales  abéliennes. 

Hamburger.  —  Note  siw  la  forme  des  intégrales  des  équations 
différentielles  linéaires  et  à  coefficients  variables.  (i5  p.) 

La  résolution  des  équations  différentielles  linéaires  et  à  coeffi- 
cients constants  dépend  d'une  équation  algébrique.  Si  quelques  ra- 
cines de  cette  équation  sont  égales,  M.  Jordan  a  fait  voir,  dans  une 
Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences, 
de  quelle  manière  on  peut  utiliser  une  série  de  substitutions,  pour 
ramener  le  système  d'équations  différentielles  linéaires  à  une  forme 
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canonique.  Les  équations  différentielles  s'y  trouvent  séparées  en 
certains  groupes  qui  peuvent  ininiédiatement  être  intégrés.  Si  les 
coefficients  de  l'équation  différentielle  sont  variables,  M.  Fuclis 
a  été  conduit  à  considérer  aussi  une  certaine  équation  appartenant 
à  un  point  singulier^  elle  détermine  les  intégrales  qui  se  changent 
en  elles-mêmes,  multipliées  par  une  constante,  lorsque  la  variable 
décrit  un  contour  fermé  autour  du  point  singulier.  Si  {jl  racines  de 
cette  équation  sont  égales,  il  survient  encore  ^  —  i  intégrales  dont 
M.  Fuclis  a  aussi  établi  la  forme.  En  appliquant  les  considérations 
de  M.  Jordan  à  ce  cas,  M.  Hamburger  a  reconnu  que  ce  groupe  de 
jj.  fonctions  se  compose,  en  général,  de  plusieurs  groupes  distincts  et 
indépendants  les  uns  des  autres.  Les  relations  qui  existent  entre 
les  coefficients  des  termes  multipliés  par  des  logarithmes  ne  sub- 
sistent que  pour  les  fonctions  qui  appartiennent  à  un  même  groupe 
partiel.  En  même  temps,  les  intégrales  de  chaque  groupe  partiel 
■sont  susceptibles  d'une  forme  simple  qui  permet  de  saisir  ces  rela- 
tions d'un  seul  coup  d'œil. 

ScHLAFLi.  —  Sui'  le  faisceau  le  plus  général  de  surfaces  du  se- 
cond ordre  formant  un  système  orthogonal  ai^ec  deux  autres 
faisceaux  de  surfaces  quelconques.  (23  p.) 

Le  paramètre  d'un  faisceau  de  surfaces  formant  avec  deux  autres 
un  système  orthogonal  satisfait  à  une  équation  aux  différences  par- 
tielles du  troisième  ordre.  L'auteur  commence  par  la  transformer 
en  la  rendant  entière  et  rationnelle  par  rapport  aux  dérivées  du  pa- 
ramèlre,  prises  par  rapport  aux  trois  coordonnées  orthogonales. 
Supposons  maintenant  que  le  premier  faisceau  ne  se  compose  que  de 
surfaces  algébriques  du  degré  0-,  soit  <î>  =  (w^,  x,  j'',  ;^)^  =  o  l'équa- 
tion du  faisceau,  où  x,  j  ,  z  désignent  les  trois  coordonnées  orthogo- 
nales, w  l'unité  de  longueur,  et  où  les  coefficients  sont  des  fonctions 
inconnues  du  paramètre  5  dénotons  par  <î>'  le  polynôme  où  l'on  a 
remplacé  ces  coefficients  par  leurs  premières  dérivées  par  rapport 
au  paramètre  et  posons  enfin 

d^  z=  ndiv  -\-  pdx  -»-  qdy  -f-  rdz, 

V^_4_  ^'*  ^P  ^Ç  ^'^  \ 

^      OiV  ûx  Oy  àz 

p-  4-  q-  H-  r^  =  p\ 

Ihdl.  des  Sciences  mathénu  et  astron.,  t.  V.  (Décembre  iSyS.)  '9 
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En  remplaçant  chaque  ligne  du  tableau  du  déterminant  A,  l'une 
après  l'autre,  respectivement  par  ç,  ^,  t]/,  w,  on  obtiendra  quatre 

expressions  N,  P,  Q,  R.  Mettons  c^  =  -j--)  •  •  •  5  on  aura 

N/;  =  A,     N/>  =  o,     N^  =  o,     N/  =  o,     P/?  =  o,     P/?  =  A, 

A  l'aide  de  ces  symboles,  l'auteur  obtient  un  système  d'équations 
diilérentielies  linéaires  et  du  premier  ordre  pour  les  coefficients  du 
polynôme  ^  5  on  peut  lui  substituer  la  seule  condition  que  le  poly- 
nôme 

(V     o     N     o 

a:     p     V     y 

y      q     Q     '^ 


9' 


z      /'     R     0) 


p 


ou   oy  = ->  y"  =  •>  •  •  •  ;  la  ciuantite  soumise  aces  ope- 

L         '  '^        dw  Ox    ''         Ox' 

rations  est  (— )     soit  divisible  par  4>,  par  rapport  aux  grandeurs  w, 

x,j^,  z.  (Ce  polynôme  est  du  degré  76  — 10  en  w,  x,  r,  ^,  par 
rapport  aux  coefficients,  linéaire  pour  les  variations  des  coefficients.) 
L'auteur  n'entre  pas  dans  la  question  de  la  possibilité  de  ce  sys- 
tème, qui  contient  un  grand  nombre  de  conditions  surabondantes  ; 
mais  c'est  M.  Serret,  autant  que  je  saclie,  qui  a  démontré  l'existence 
d'un  faisceau  de  surfaces  algébriques  d'un  degré  supérieur  formant 
un  système  orthogonal  avec  deux  autres  faisceaux.  Pour  9  =  2,  le 
système  revient  à  sept  conditions-,  elles  ne  portent  pas  sur  les  dix 
éléments  du  polynôme  ^  et  ne  concernent  que  leurs  variations; 
car  six  conditions  exigent  la  fixation  du  centre  et  des  directions  des 
axes  principaux ,  et  la  septième  est  une  équation  différentielle  li- 
néaire et  du  premier  ordre  pour  les  carrés  des  demi-axes,  qui  ne 
satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité 

A(B  — C)f/A-f-B(C  — A)r/B-+-C(A— C)f/C  =  o, 

\  —  =1  étant  l'équation  d'une  surface.  Si  l'on  choisit  une  fonc- 
tion arbitraire  w  de  (|i,  qu'on  intègre  l'équation  diiïérentielle 
dt  =  f/'l  -\ — —  et  qu'on  désigne  la  fonction  intégrale  f ,  pour  trois 
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dilTérentes  constantes  fixes  d'intégration,  par  A,  B,  C,  pour  une 

quatrième  arbitraire  s  par  f,  1  équation  >  —  =1 1  représentera  toutes 

les  surfaces  du  premier  faisceau.  Chacune  d'elles  est  déterminée 
par  la  valeur  du  paramètre  tj;  5  et,  si  l'on  élimine  ^  des  deux  équations 

>  ^  =  I ,   \  - — '■ —  =  I ,  on  a  l'équation  d'une  surface  du  deuxième 

ou  du  troisième  faisceau  avec  le  paramètre  e.  Ces  deux  faisceaux 
en  forment  un  seul  où  chaque  surface  est  orthogonale  à  chaque  autre  ; 
le  premier  faisceau  n'a  pas  celte  propriété  (*). 

ScHLAFLi.  —  Sur  les  relations  linéaires  entre  les  ip  chemins 
circulaires  de  première  espèce  et  les  ip  de  seconde  espèce  dans 
la  théorie  des  fonctions  ah éliennes  de  MM.  Clehsch  et  Gordan. 

(7P-) 

Pasch.  —  Sur  les  swjaces  caustiques  des  systèmes  de  rayons 
et  sur  les  surfaces  des  singularités  des  complexes .  (i4  p.) 

Dans  son  Mémoire  d'habilitation  [Zur  Théorie  der  Complexe 
und  Congruenzen,  Giessen,  i8yo),  l'auteur  avait  donné  une  dé- 
monstration géométrique  du  théorème  de  Plûcker,  que  le  lieu  des 
points  singuliers  et  l'enveloppe  des  plans  singuliers  d'un  complexe 
sont  identicjues.  Après  avoir  résumé  cette  démonstration,  qui  repose 
sur  ce  que  la  surface  des  singularités  est  l'une  des  surfaces  causti- 
ques de  la  congruence  des  lignes  singulières,  M.  Pasch  démontre 
l'identité  des  deux  définitions  de  la  surface  des  singularités  d'un 
complexe  et,  plus  généralement,  de  la  surface  caustique  d'une 
congruence ,  en  s'appujant  sur  les  représentations  analytiques 
des  éléments  singuliers.  Enfin  l'auteur  développe  une  méthode 
qui  fournit  l'équation  de  la  surface  des  singularités  par  l'expression 
du  discriminant  d'une  fotnne  ternaire;  ce  résultat  s'accorde  avec 
celui  de  Clebsch  pour  la  forme  normale  de  l'équation  du  complexe 
[Math,  ylnn.,  t.  II,  p.  i;  t.  V,  p.  433).  La  surface  caustique  d'une 
congruence  s'obtient  par  un  calcul  analogue  \  enfin  l'auteur  obtient 
les  équations  de  la  surface  caustique  de  deux  complexes  du  second 
degré  en  coordonnées  ponctuelles  et  tangentielles,  et  montre  que, 
pour  les  lignes  singulières  du  complexe  du  second  degré,  l'équation 

(')  Voir  un  travail  de  M.  Maurice  Levy,  signalé  Bulletin,  t.  1,  p.  271. 

ï9- 
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de  la  surface  caustique  se  décompose  en  une  équation  du  douzième 

degré,  et  en  une  autre  du  quatrième  qui  représente  la  surface  des 

singularités. 

PocHHAMMER  (L.).  —  Note  suv  la  représentation  des  polygones 
d' arcs  circulaires .  (5  p.) 

Démonstration  d'une  formule  employée  plusieurs  fois  par 
M.  Schwarz  pour  résoudre  des  questions  de  représentation  conforme 
(t.  70  du  même  Journal,  etc.) 

FucHS  (L.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  de  ^variables 
complexes  (addition  au  Mémoire,  t.  75  du  même  Journal,  p.  177). 
(2  p.)  E.  L. 


MATEMATIiqECKÏII  CBOPHIIK'b  {'). 

T.  VI,  livraisons  i,  2  et  3;  1872-73. 

1"  Partie. 

SoNiNE  (N.-L).  —  Sur  la  différentiation  avec  un  indice  quel- 
conque. (38  p.) 

L'étude  de  cette  question,  dont  l'idée  primitive  remonte  à  Leib- 
nitz,  et  que  Euler,  Laplace  et  Fourier  ont  à  peine  effleurée,  a  été 
développée,  pour  la  première  fois,  par  ]M.  Liouville  en  i832  (-), 
et  continuée  depuis  par  MM,  Kellend  (^),  S.  Roberts  (*),  Grûn- 
wald  (^),  Tardy  (®),  GenocchiC^),  Holmgren  (*),  Letnikof  ('),  etc. 
L'auteur  du  présent  Mémoire  signale,  dans  les  travaux  de  ses  pré- 
décesseurs, des  points  obscurs,  incomplètement  étudiés,  cjuelquefois 
même  inexacts,  tels  que  le  théorème  de  M.  Liouville  relatif  à  la 
fonction  complémentaire,  dont  l'existence  rendrait  entièrement  in- 
déterminé tout  le  calcul  des  dérivées. 


(')  Journal  de  la  Société  Mathématique  de  Moscou.  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  ii. 

(-)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  21*  cahier. 

(')   Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh,  t.  XX. 

(')   The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics,  n°*  26,  27,  29,  3o. 

(  =  )  Schlômilch's  Zeitschrift  fïir  Math,  und  Physih,  t.  XII;  18(57. 

(*)  Annali  di  Matematica,  série  P,  t.  I;  i858. 

(')  Memorie  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino,  série  IP,  t.  XXVI. 

(')  Kongl.  SvenskaVetenskaps-Ahademiens  Handlingar.  Ny  fôljd,  t.  V;  186.']. 

{'')  Marne.narniizecKin  CC^opHHKb,  t.  Il;  1867. 
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Après  avoir  défini  l'opération  représentée  par  le  symbole 

dP 
dxP^ 

et  établi  les  formules  relatives  aux  dérivées  de  e""^  et  de  [x  —  a)"*, 
il  prend  pour  point  de  départ  le  théorème  de  Cauchy  :  «  Une  fonc- 
»  tiony(x),  synectique  en  tout  point  d'une  certaine  aire  T,  peut 
»  s'exprimer,  en  tout  point  de  T,  par  l'intégrale  fermée 

f{y.)do, 


X 


«.  prise  le  long  du  contour  de  T  »  j  et  il  en  déduit  une  formule  gé- 
nérale pour  exprimer 

dPfjx) 
dxP 

p  étant  quelconque,  positif  ou  négatif,  réel  ou  complexe,  pourvu 
que  la  partie  réelle  de  p  soit  dilférente  de  zéro.  Cette  formule, 

dPfjx)  _  T(p-^i)    r    fi  ex.)  d a      ,    iIpo^ 
dxP     ~       iT.i       Jj,    [v.  —  x)P+'~^dxP 

devient  identique  à  celle  de  Cauchy  pour  les  valeurs  entières  et  po- 
sitives de  p. 

M.  Sonine  discute  ensuite  les  limites  de  l'intégrale  et  la  nature 

de  la  fonction  complémentaire  -^ —  La  discussion  des  équations  qui 

déterminent  les  limites  de  l'intégrale  conduit  à  cette  remarque,  que 
la  dérivée  d'une  fonction  quelconque  et  la  dérivée  de  son  dévelop- 
pement en  série  ne  sont  égales  que  lorsque  tous  les  termes  du  déve- 
loppement ont  une  racine  commune  entre  eux  et  avec  la  fonction 

primitive.  La  fonction  complémentaire  —, —  est  toujours  nulle  pour 

p  positif;  dans  le  cas  de  p  négatif,  c'est  une  fonction  entière,  com- 
posée d'un  nombre  de  termes  déterminé  et  fini,  qui  reste  le  même 
pour  tous  les  indices  p  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  les 
deux  mêmes  nombres  entiers  consécutifs.  Enfin  l'auteur  établit 
une  formule  générale  pour  les  dérivées  d'indice  quelconque  du  pro- 
duit de  deux  fonctions. 
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Ermakof  (V.).  —  Théorie  de  la  convergence  des  séries  injinics 
et  des  intégrales  définies.  (36  p.) 

Ce  Mémoire  est  le  développement  de  la  Note  du  même  auteur 
dont  une  traduction  a  paru  dans  le  Bulletin,  t.  II,  p.  230. 

BouNiAKOFSKY  (V.-L).  —  Remaniue  sur  la  question  des  paral- 
lèles. (6p.) 

M.  Bouniakofsky  est  du  nombre  des  géomètres  qui  ne  croient  pas 
la  question  des  parallèles  définitivement  jugée  par  les  travaux  de 
Gauss  et  des  mathématiciens  de  son  école.  Il  propose  une  démons- 
tration rigoureuse  de  l'axiome  XI  d'Euclide,  fondée  sur  V absence 
de  paramètre  dans  la  droite,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  l'hy- 
pothèse de  son  identité  avec  l'hoi^icycle  de  Lobatchefsky,  hypothèse 
qui  est  une  transformation  de  la  loi  d'homogénéité  sur  laquelle  Le- 
gendre  avait  cru  pouvoir  fonder  une  démonstration  de  la  constance 
de  la  somme  des  angles  d'un  triangle  rectiligne.  Il  est  ainsi  conduit 
à  identifier  la  droite  avec  le  lieu  des  points  équidistants  d'une  droite 
donnée,  en  admettant  que  le  cercle  est  la  seule  courbe  qui,  avec 
la  droite,  soit  uniforme  en  tous  ses  points,  et  qu'il  ne  peut  exister 
aucune  courbe  non  fermée  qui  jouisse  de  cette  propriété,  ce  qui  re- 
vient à  substituer  à  l'hypothèse  d'Euclide  une  autre  hypothèse  dont 
la  non-évidence  a  priori  est  plus  difficile  à  apercevoir. 


p—i 


ZoLOTAREF  (E.-I.).  —  Sur  l'équation  Y^ — ( — i)  ^  Z' ^  4^^ 
dans  la  théorie  de  la  division  du  cercle.  (i4  p-) 

L'auteur  démontre  que  les  polynômes  Y  et  Z  peuvent  être  trouvés 
à  l'aide  de  développements  en  fraction  continue,  et  il  donne  les 
équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  coefficients  de  Z.  Cette 
fonction  étant  connue,  on  détermine  très-facilement  Y.  M.  Zolo- 
taref  ne  considère  que  le  cas  où  p  est  un  nombre  premier  impair,  et 
il  se  propose,  dans  un  travail  ultérieur,  d'étendre  les  résultats  au 
cas  de  p  quelconque. 

Andréiefsky  (M.-  a.)  .  —  Du  nombre  des  diviseurs  d' an  nombre 
impair  qui  appartiennent  à  l' mie  des  formes  linéaires 

4/i-l-i,     4/i-i,     8/i±i,     8/i±3. 

(10  p.) 

En  désignant  par  />,„,  //,„  des  facteurs  premiers  des  formes  ^h-'ri., 
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4 A  —  I  respectivement,  tout  nombre  premier  impaire,  considéré 
par  rapport  au  module  4i  peut  être  exprimé  par  la  form.ule 

n  =  p:'p''/...q\'q<r 

Soient  N4^+i  le  nombre  des  diviseurs  de  la  forme  /\h  -Jr  i^  et  ^Xi^.i 
celui  des  diviseurs  de  la  forme  4^*  —  i-  L'auteur  démontre  que  : 
1°  lorsque  l'un  des  exposants  |3  est  impair,  c'est-à-dire  lorsque 
ji  =  ^h  —  I,  alors  on  a  ^ Ui-i  =  ^ ih+t '->  2"  si  «  =  4^^  +  15  les 
nombres  ]N  47,^1,  Ni;,_i  sont  des  nombres  pairs  exprimés  par  la  for- 
mule 

N./-±,  =  {(«,+  i)(a,-t-i)...[(2.3,+  i)(2.3.-hi)...±i]; 

3''  pour  tout  nombre  impair,  le  rapport    /  '"^'  ne  peut  être  exprimé 

par  un  nombre  entier  autre  que  1  ou  2.  L'auteur  donne  les  types 
des  nombres  pour  lesquels  ce  rapport  a  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux 
valeurs.  Des  lliéorèmes  analogues  ont  lieu  pour  les  diviseurs  de 
l'une  des  formes  8A  ±  i ,  8 A  ±  3. 

Serdobinsky  (V.).  —  Su/'  un  problème  à' Al^hhve  numérique . 

(4P-) 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  «  Identités  numériques  se  rattachant 
))  aux  propriétés  du  synJ^ole  E  «,  M.  Bougaief  donne  trois  méthodes 
pour  former  des  identités  numériques.  La  présente  JNote  indique 
une  quatrième  méthode,  fondée  sur  la  résolution  des  équations  con- 
tenant le  symbole  E. 

Schiller  (N.-lN.).  —  Remarque  sur  les  courants  induits  dans 
les  circuits  ouuerts.  (8  p.) 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  phénomènes  produits  par  un 
courant  inducteur  sur  un  courant  ouvert.  Des  expériences  conve- 
nablement dirigées  (introduction  d'un  électrodpiamomètre,  d'un 
tube  de  Geissler,  d'un  condensateur  dans  un  circuit  ouvert)  font 
voir  que  le  mouvement  de  l'électricité  dans  un  tel  circuit  a  tous  les 
caractères  des  charges  et  des  décharges  successives  d'un  condensa- 
teur, dans  lequel  l'air  et  l'enveloppe  du  fil  jouent  le  rôle  de  l'isola- 
teur, et  le  fil  lui-même  celui  des  armatures.  L'auteur  étudie  les 
lois  de  ce  mouvement  et  en  donne  les  équations  qui  satisfont  au 
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principe  de  la  conservation  de  la  force  vive.  La  discussion  de  ces 
équations  conduit  aux  résultats  suivants  : 

1°  La  quantité  d'électricité  du  courant  inducteur  est  indépen- 
dante de  la  présence  du  courant  induit,  que  ce  dernier  soit  ouvert 
ou  fermé  -, 

2°  Dans  un  conducteur  induit,  soit  fermé,  soit  ouvert,  se  meut 
toujours  la  même  quantité  d'électricité;  seulement,  pour  le  premier 
cas,  le  mouvement  a  lieu  dans  un  même  sens,  et,  pour  le  second 
cas,  dans  deux  sens  opposés. 

LiOTJBiMOF  (N.-A.).  —  Nouvelle  théorie  du  champ  de  la  vision 
et  du  grossissement  des  instruments  d' optique.  (i4  p-) 

Cette  théorie  consiste  à  considérer  un  instrument  d'optique 
comme  une  ouverture  simple,  et  l'image  produite  comme  un  objet 
placé  en  arrière  de  cette  ouverture  à  une  distance  convenable.  A  ce 
point  de  vue,  la  loupe  peut  être  envisagée  comme  une  ouverture  en 
arrière  de  laquelle,  au  lieu  d'un  objet  très-petit,  on  a  placé  un  ob- 
jet très-grand  (dont  la  dimension  est  déterminée  par  l'angle  que 
forment  les  deux  lignes  allant  du  centre  de  la  loupe  aux  extrémités 
de  l'objet),  la  distance  de  cet  objet  pouvant  être  calculée  d'après  la 
formule  connue. 

L'auteur  étudie  principalement  la  lunette  de  Galilée,  dont  la 
théorie  admise  jusqu'ici  est  erronée,  et  il  donne  pour  expression  du 
diamètre  du  champ  de  vision  la  formule  suivante  : 

36o"  (/         F, 

2  71      F,  —  Fi    F, 

dans  laquelle  d  est  le  diamètre  de  l'objectif,  Fi,  F2  les  distances 
focales  de  l'objectif  et  de  l'oculaire.  Pour  la  lunette  de  Kepler,  il 
arrive  à  la  formule  connue. 

BoLGAïEF  (N.-N.).  —  Tliêorie  des  dérivées  numériques .  Seconde 

Partie  (').  (48p.) 

Ce  Mémoire  se  divise  en  trois  Chapitres,  dont  voici  les  titres  : 
1**  Séries   numériques  généralisées,  que  l'on  peut  déduire  de 

l'intégrale  prise  par  rapport  aux  diviseurs 

l,^[è)ySd)=-^{n), 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  210. 
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où  ô  et  d  sont  des  diviseurs  complémentaires  du  nombre  /?,  c  est-à- 
dire  tels  que  l'on  ait  Ji  =  dd. 

2°  Liaison  des  dérivées  numériques  avec  les  identités  numé- 
riques. 

3°  hwersion  des  séries  numériques.  Etant  données  deux  séries 
numériques 

F(/0  =F(i)E-  +F(2)E- +...  +  F(/r)Ey  +.... 
I  2  li 

o{n)  =9(i)E-  +  9(2)  E -+...  + 9  (/r)E^  +..., 

où  F(Â-),  ^(/f)  sont  les  coefficients  des  développements  de  F(n), 
cf  (/î),  on  peut  toujours  trouver  le  développement  de  F(/i)  suivant 
les  fonctions  ç(n),  et  réciproquement. 

Stolétof  (A.-S.).  —  Déduction  inverse  delà  loi  fondamentale 
de  l' électrodynamique.  (12  p.) 

Les  lois  qui  régissent  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  cou- 
rant ont  été  déduites  des  expériences  d'Ampère  sur  l'équilibre  des 
courants  fermés.  Cette  méthode  présente  quelques  côtés  faibles, 
mis  en  évidence  par  plusieurs  physiciens.  La  discussion  des  expé- 
riences fondamentales  renferme  certains  points  admis  par  conven- 
tion plutôt  que  rigoureusement  démontrés-,  aussi  Grassmann  (') 
et  Stefan  (^),  tout  en  prenant  pour  base  ces  mêmes  expériences, 
sont-ils  arrivés  à  des  résultats  dillérents.  En  outie,  la  théorie  d'Am- 
père, comme  celles  qui  en  dérivent,  n'est  rigoureuse  que  pour  les 
courants  fermés,  et  les  travaux  de  Helmholtz  (')  montrent  que  la  loi 
des  éléments  aurais  (d'un  courant  ouvert)  n'est  pas  celle  que  Ion 
obtiendrait  en  étendant  les  formules  d'Ampère,  de  Stefan  et  de 
Grassmann  aux  courants  ouverts. 

Le  fait  le  plus  remarquable  et  le  plus  incontestable  de  l'électr^- 
dynamique  est  l'identité,  à  un  certain  point  de  vue,  des  courants 
fermés  et  des  aimants.  Ce  fait,  considéré  dans  la  théorie  d'Ampère 
comme  une  conséquence  de  la  loi  fondamentale,  est  pris  comme 
point  de  départ  par  M.  Stolétof,  qui  en  déduit  des  expressions  du 


(')  Poggendorff's  Annalcii,  t.  LXIV;  i8^5. 

(')  Sitzungsberichte  der  Wiener  A hadetnie,  t.  LIX  ;  i86(}. 

(')  Crelle-Borchardt' s  Journal,  t.  72;  1870. 
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potentiel  réciproque  de  deux  courants  finis  et  de  deux  éléments  de 
courant,  analogues  à  celles  qui  ont  été  trouvées  par  Neuniann  (*) 
et  Helmlioltz. 

LiGHiNE  (V.).  • — Extension  au  cas  des  déplacements  finis  d'un 
théorème  de  M.  Chasles  relatif  aux  axes  conjugués.  (6  p.) 

Soient  (c),  (ci)  deux  axes  conjugués,  (C)  l'axe  instantané,  et  /-, 
7-,  les  distances  de  (c),  (ci)  à  (C).  M.  Chasles  a  démontré  (-)  que, 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  d'un  système  rigide,  on  a 

(0  r.tang[(c,),(G)]  =  /-..lang[(c),(C)]. 

M.  Lighine  établit  géométriquement  que  ce  tliéorème  a  lieu  aussi 
pour  un  déplacement  fini,  et,  en  outre,  que  les  deux  membres  de 
l'équation  (i)  sont  égaux  à 


2  Slll  - 

2 


7  étant  la  grandeur  du  glissement  suivant  l'axe  (C),  et  0  la  grandeur 
de  la  rotation  du  système  autour  de  cet  axe. 

BouGAÏEF  (N.-V.) . — Théorie  des  déri\'ées  numériques .\l\^  Pai^tie  : 
Applications  analytiques  et  numériques  de  la  théorie  des  dérivées 
numériques.  (54  p-) 

Dans  les  deux  premières  Parties  de  ce  Mémoire  (^),  l'auteur  a 
exposé  les  principes  de  la  théorie  des  dérivées  numériques.  Le  pré- 
sent article  contient  l'application  de  ces  principes  et  de  leurs  con- 
séquences à  quelques  questions  d'Analyse  et  d'Arithmétique  trans- 
cendante. Ces  questions  sont  les  suivantes  : 

1°  Développement  des  fonctions  en  séries  de  diverses  formes; 

2°  Produits  infinis  d'une  forme  particulière^ 

3°  Sommation  des  séries  dont  les  termes  sont  formés  de  diverses 
fonctions  numériques,  et  multiplication  de  ces  séries. 

Les  problèmes  relatifs  aux  produits  infinis  sont  ramenés  aux 
problèmes  correspondants  relatifs  aux  séries,  au  moyen  des  lo- 
iiarithmes. 


(  '  )  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  malhematischen  Théorie  inducirter  Elementar- 
Strôme;  iS^/. 

C)  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XA'I,  p.   1426. 
(')  Noir  Bulletin,  t.  III,  p.  200,  et  Yart.  actuel,  p.  396. 
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RakhmAjsinof  (I.-L).  —  Formule  fondamentale  de  la  théorie 
dynamique  des  machines.  (10  p.) 

Toute  la  théorie  du  travail  des  organes  des  machines  repose  sur 
le  principe  des  forces  vives,  établi  dans  l'hypothèse  que  les  liaisons 
sont  indépendantes  du  temps,  ainsi  que  sur  le  théorème  de  Carnot, 
relatif  à  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc.  L'auteur  établit 
une  expression  générale  du  travail  mécanique,  en  supposant  les 
liaisons  fonctions  du  temps  et  en  tenant  compte  du  choc  instantané 
qui  se  produit  au  moment  où  le  moteur  commence  à  agir  sur  les 
organes  de  la  machine. 

ZiiVGER  (V.-L).  —  Sur  un  cas  d' équilibre  des  liquides.  (9  p.) 

Ce  cas  est  celui  d'un  tube  cylindrique  d'une  longueur  indéfinie, 
plongeant  verticalement  dans  un  liquide.  L'auteur  détermine  l'at- 
traction exercée  par  le  tulje  sur  le  liquide,  et  la  forme  d'équilibre 
de  la  surface  de  celui-ci  autour  du  tube  et  dans  son  intérieur,  en 
admettant  que  le  tube  attire  le  liquide  d'après  la  loi  de  ]^e^vton  et 
faisant  abstraction  des  actions  moléculaires. 

Sloudsky  (F. -A.).  —  Détermination  du  solide  produisant  une 
attraction  locale  donnée.  (4  p.) 

La  formule  de  Gauss  (^) 

"^^^'^8  =  4:1^1, 


/: 


dui 

relative  à  l'influence  d'un  corps  pertvirbateur  sur  la  longueur  du 
pendule  à  seconde,  peut  être  mise  sous  la  forme 

47:M 


/ 


5/f/S 


J/ étant  la  variation  locale  de  la  longueur  du  pendule;  sous  cette 
forme,  elle  peut  servir  à  déterminer  la  masse  M  du  corps  perturba- 
teur. L'auteur  ajoute  quelques  considérations  en  vue  de  la  détermi- 
nation de  la  position  et  de  la  forme  de  ce  corps. 

SoNOE    (N.-I).  —   Sur   l'intégration    d'une   équation   diffé- 
rentielle complète,  de  la  forme 

(A  +  Cz)  (/a;  +  (B  +  Ds)û?;'H-Kf/2  =  o 

[à  l'occasion  d'une  Dissertation  de  M.  Andkéiefsky).  (17  p.) 

(')  Allgemeine  Lehrsàtze,  §  36  (Gauss  AVerke,  Bd.  V.). 
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Les  coefficients  A,  C,  B,  D,  K  représentent  ici  des  fonctions  de  x 
et  de  Y  seulement.  L'auteur  examine  surtout  le  cas  où  z  est  une 
fonction  de  x,  dejy  et  des  dérivées  des  divers  ordres  de^  par  rap- 
port à  jc,  c'est-à-dire  le  cas  où  l'on  a 

Il  donne  une  formule  générale  exprimant  les  intégrales  de  toutes 
les  équations  de  la  forme  considérée. 

Khandmkof  (M.-F.).  —  Remarque  sur  le  calcul  des  orbites  des 
planètes  et  des  comètes,  d'après  la  méthode  de  Gauss.  (8  p.) 

Suivant  la  méthode  de  Gauss,  le  calcul  d'une  orbite  dépend  de 
certaines  fonctions  P,  Q  (^),  exprimées  au  moyen  des  rapports  des 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  aux  surfaces  des  triangles  cor- 
respondants. Ces  rapports  étant  eux-mêmes  inconnus,  l'évaluation 
de  P  et  de  Q  entraîne  à  des  calculs  longs  et  pénibles.  En  introdui- 
sant, à  la  place  de  ces  rapports,  les  éléments  des  orbites,  on  parvient 
à  obtenir  plus  simplement  les  expressions  de  ces  fonctions.  Ce? 
expressions  sont  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  trouvées  par 
Gauss  (-). 

Bredikhine  (F. -A.),  —  Quelques  mots  à  propos  de  la  Jiouvelle 
théorie  de  M.  Liouhimof.  (6  p.) 

L'auteur  remarque  que  la  théorie  de  la  lunette  de  Galilée,  donnée 
par  JM.  Lioubimof  dans  son  Mémoire  intitulé  :  «  Nouvelle  théorie 
du  champ  de  vision  et  du  grossissement  des  instruments  d'op- 
tique »  (^),  n'est  autre  chose  qu'une  application  du  cercle  annu- 
laire de  Biot,  et  que  la  formule  qu'il  a  obtenue  a  été  donnée  depuis 
longtemps  par  Brandes,  dans  un  article  étendu  sur  les  télescojDCs, 
inséré  dans  le  Dictiomiaire  de  Physique  de  Gehler. 

Ile  Partie. 

Suite  de  la  traduction  de  Y ^4percu  historique  de  M.  Chasles. 

{32  p.) 

Serdobijvsky  (V.-E.).  —  Application  du  théorème  de  Ménélaiis 
à  la  démonstration  de  quelques  porismes  d' Euclide.  (45  p.,  i  pi.) 

(')   Tlieoria  motus  corporum  cœlcstium,  p.  ijG. 

(')  Ibid.,  p.  igi. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  200,  et  Yart.  actuel,  p,  29(1. 
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Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  donner  à  la  jeunesse  russe  une  idée 
des  porismes  d'Euclide,  tels  qu'ils  ont  été  rétablis  par  M.  Cliasles. 
L'auteur  démontre  cinquante-sept  de  ces  porismes  à  l'aide  du  théo- 
rème de  Ménélaûs  relatif  à  une  transversale  coupant  les  côtés  d'un 
triangle  (').  A.  P. 


MÉLANGES. 


SUR  L'ELLIPSOÏDE  DE  VOLUME  MINIMUM  PARMI  CEUX  DANS  LESQUELS  UN  CERTAIN  NOMBRE 
DE  SECTIONS  CENTRALES  ONT  DES  AIRES  DONNÉES; 

Par  m.  C.-W.  BORCHARDT. 

(Extrait  du  Compte  rendu  mensuel  de  l'académie  royale  des  Sciences  de  Berlin, 

Juin  1872.) 

Après  avoir  résolu,  par  une  méthode  algébriqiie  spéciale,  le 
problème,  posé  par  Lagrauge,  de  la  détermination  du  tétraèdre  de 
volume  maximum  dont  les  quatre  faces  ont  des  aires  données,  et 
l'extension  de  ce  problème  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions, 
et  avoir  publié  cette  solution  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie 
pour  l'année  1866,  p.  laS,  je  trouvai,  dans  l'année  1867,  que  la 
question  algébrique  à  laquelle  conduit  le  problème  de  Lagrange  est 
susceptible  d'une  autre  interprétation  géométrique,  relative  à  l'el- 
lipsoïde, savoir,  la  détermination  de  l'ellipsoïde  de  moindre  vo- 
lume, étant  données  les  aires  de  quatre  sections  centrales  faites 
par  des  plans  donnés  de  position.  Ce  résultat  et  la  solution  de  deux 
problèmes  sur  l'ellipsoïde  qui  se  rattachent  à  celui-là  ont  fait  l'objet 
d'une  Communication,  adressée  par  moi  à  l'Académie,  le  5  dé- 
cembre 1867  {"^oir  les  Comptes  vendus  mensuels  de  1867,  p.  779), 
sans  que  j'aie,  toutefois,  publié  les  résultats  obtenus.  Ceux-ci  étant 
restés,  de  cette  manière,  inconnus  en  dehors  des  limites  de  l'Aca- 


(')  Nous  nous  permettrons,  au  nom  des  abonnés  bibliophiles  de  ce  Journal,  de 
supplier  l'éditeur  de  ne  plus  mutiler  les  marges  des  livraisons,  comme  on  l'a  fait 
pour  la  dernière  que  nous  avons  reçue.  {^Note  de  la  Rédaction.) 
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demie,  il  me  semble  à  propos  de  rattacher  à  la  Communication  que 
vient  de  faire  mon  ami  M.  Kronecker  (  '  ) ,  dans  laquelle  il  a  également 
appliqué  la  solution  d'un  même  problème  algébrique,  d'une  part, 
au  problème  du  tétraèdre  de  Lagrange,  et,  d'autre  part,  à  un  pro- 
blème de  maximum  et  de  minimum  concernant  l'ellipsoïde,  une 
exposition  de  mes  reclierclies  de  l'année  1868. 

Il  ressortira  de  là  que  les  deux  problèmes  de  maximum  et  de  mi- 
nimum concernant  l'ellipsoïde,  dont  M.  Kronecker  s'occupe  en  ce 
moment  et  que  j'ai  étudiés  il  y  a  cinq  ans,  malgré  la  diversité  des 
formes  géométriques  dont  ils  sont  revêtus,  ne  sont  pas  cependant 
essentiellement  distincts  au  point  de  vue  algébrique,  puisque,  dans 
les  deux  problèmes,  on  donne  au  déterminant  d'une  forme  quadra- 
tique ternaire  sa  valeur  maximum,  tandis  que  dans  l'un  la  forme 
elle-même,  dans  l'autre  la  forme  adjointe  prend  des  valeurs  données 
pour  des  systèmes  connus  de  valeurs  des  variables,  et  que,  de  plus, 
comme  on  sait,  le  déterminant  de  la  forme  adjointe  est  le  carré  du 
déterminant  de  la  forme  primitive. 

«  Soient  donnés  p  plans,  passant  tous  par  le  centre  connu  d'un 
ellipsoïde  variable  d'ailleurs.  Supposons  que  Ion  donne  la  surface 
de  l'ellipse  suivant  laquelle  chacun  de  ces  plans  centraux  coupe 
l'ellipsoïde.  Il  s'agit  alors,  parmi  tous  les  ellipsoïdes  dans  lesquels 
ces  p  sections  centrales  ont  des  aires  données,  de  déterminer  celui 
dont  le  volume  est  minimvuu.  )) 

Le  nombre/?,  qui  reste  encore  indéterminé,  doit,  bien  entendu, 
être  moindre  que  6,  puisque  la  détermination  d'un  ellipsoïde  de 
centre  donné  ne  dépend  plus  que  de  six  éléments. 

En  coordonnées  rectangulaires  Xi,  Xa,  X3,  dont  l'origine  est  au 
centre  de  l'ellipsoïde,  soity=  i  l'équation  de  cette  surface,  où 


/=!]'' 


.nXgX,r,  [g,  h  =  i,  1,3 


supposons,  de  plus,  les  plans  des  p  sections  centrales  déterminés 
par  les  équations 

iii  =  c/.\  X,  +  a},x-i-^y.\x,^^o,        (/  =  i ,  2, .  .  . ,  />) 
de  sorte  que  les  Zp  quantités  a.  sont  données,  et  ([ue  les  six  coePà- 

(')  Voir  Didlctin,  t.  IV,  p.  2J6. 
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cients  a^h  tic  la  forme  ternaire  f  sont  les  variables  du  problème. 
Alors  le  problème  proposé,  au  point  de  vue  algébi^ique,  s'énoncera 
comme  il  suit  : 

i(.  Rendre  maximum  le  déterminant 


déterminants 


A,= 


«M 

fin 

«13 

= 

Cln 

a-ii 

«23 

Ch, 

«32 

«33 

«n 

a, 2 

«13 

< 

«2. 

tlri 

a:.3 

rj}._ 

Ch^ 

«32 

«33 

«: 

«'i 

a' 

a', 

o 

[i  =  \,i,...,  p) 


ayant  les  valeurs  négatives  données  — K,.  » 

Soient  Ag^  les  quantités  adjointes  des  «„/,,  de  sorte  que 


A,/,= 


^A 


le  développement  de  A,  donnera 

de  telle  sorte  que,  en  désignant  par  F(xi,  jCj,  X3)  la  forme  adjointe 
de/",  K/  représentera  la  valeur  de  F  pour  les  valeurs  aj,  al,  a^  des 
variables.  On  a  alors,  par  dilférentiation, 


idk  =\^a^kdkgh, 
—  d\i  =  SaYA^^^s'" 


[s■,  h  =  \,i,Z\ 


Or,  les  différentielles  des  p  expressions  Aj  s'annulant,  puisque 
cliacun  des  A,- doit  être  égal  à  une  constante  donnée  — K,,  et  la 
diiférenlielle  de  A  s'annulant  aussi,  puisque  A  doit  être  un  maxi- 
mum, on  obtient,  d'après  les  règles  du  Calcul  différentiel,  les  équa- 
tions du  problème,  en  égalant  à  zéro  la  somme 


2  (/A  +  A|f/A, 


\dlkr,. 
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?.],.  .  . ,  Xp  étant  des  multqilicateurs  provisoirement  inconnus.   En 

avant  égard  aux  équations  précédentes,  il  vient 

o  =  >(«./<—  X y-l  al—-..  —  lp aPc(.l)dkgh,      {g,  h  =1,2,  3) 

d'où  l'on  tire,  pour  la  détermination  des  coefficients  a^/,, 

ngk  =  ^1  ocg  al  -h  )i2  ocg  al  -h  ■  •  ■ -^  ).p  al'  a^. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde,  donnent  au 
premier  membre /"la  forme 

/=\  li{a\Xi-i-  a\X;+  a\x^Y  =  \j.iUl.       (i  =  i,  2, .  .  .  ,/>) 

Le  premier  membre  de  réqnatioji  f  =.  i  de  V ellipsoïde  peut 
donc  s' exprimer  linéairement  au  moye?i  des  carrés  des  premiers 
membres  des  équations  des  p  plans  sécants. 

Tandis  que,  d'une  part,  p  ne  peut  être  plus  grand  que  5,  puisque 
déjà,  pour  p  =  6,  l'ellipsoïde  serait  complètement  déterminé,  on 
voit,  par  le  résultat  que  l'on  vient  d'obtenir,  que  p  ne  peut  être 
moindre  que  3  5  car,  pour  p=  i  et  p  =  2,  l'équation /=:  i  ne 
peut  représenter  une  surface  fermée,  et  le  problème  de  maximum 
et  de  minimum  proposé  perdrait  alors  sa  signification-,  p  ne  peut 
donc  avoir  que  les  valeurs  3,  4 5  5. 

Désignons  par  [i1^l)  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des 
trois  fonctions  linéaires  tf, ,  «^5  "^  et  par  (A'/)i,  (/r/),,  (A/js  ses  dé- 
terminants mineurs  pris  par  rapporta  «î,  a\^  ag^  alors  des  valeurs 

(i)  agh=2f'^<'^-^  ii=i,...,p) 

i 

résultent,  pour  les  quantités  adjointes  A^^,  les  équations 

(2)  -V=y  (/7r).(//0A>.->^*, 

la  sommation  devant  s'étendre  aux  - — combinaisons  i,  A  des 

2 

indices  i , .  . . ,  ^7. 

Pour  le  déterminant  A  des  éléments  a,,^,  on  a,  d'après  un  tliéo- 
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rème  connu  sur  les  déterminants,  l'expression  combinatoire 

(3)  A  =\{iliiy-hhli, 

la  sommation  devant  s  étendre  a  toutes  les  ' combi- 

1.2.6 

naisons  t,  A,  /  des  indices  i , . .  . ,  /j».  De  plus,  les  p  expressions 

(4)  K/=  —  A,  =  \  A^AaJai  (g-,  A  =  i,  2,  3) 
se  transforment,  à  l'aide  de  l'équation  (i),  en 

K   —  V  -^  ^^  —  — 

^  âa,./,    Oli        Oli 

et  il  en  résulte  les^  équations 

Au 

k,l 
l  •  1     •         ».  1  {P 1)(/^  —  2)  1   •        • 

ou  la  sommation  doit  s  étendre  aux  — combinaisons 

I  .2 

A,  /  des  indices  i , . . . ,  y^,  à  l'exclusion  de  i. 

Par  là,  le  problème  de  maximum  et  de  minimum  est  ramené  au 
problème  algébrique  de  déduire  des  p  équations  (4)*  les  p  multi- 
plicateurs /j, .  . . ,  ^p,  c'est-à-dire  d'exprimer  ces  multiplicateurs  au 

moyen  des  p  constantes  données  K,  et  des  ^— ^- ^ déter- 
minants (tA/),  ces  derniers  devenant  de  simples  grandeurs  angu- 
laires, si  l'on  assujettit  les  quantités  ai,  a^,  aj,  pour  chaque  valeur 
de  i,  à  la  condition  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  =  i ,  ce  qui 
les  délivre  du  facteur  arbitraire  qu'elles  renfermeraient  sans  cela. 
Par  la  substitution  des  multiplicateurs  obtenus  J^i,.  .  .,  ïj,  dans  la 
fonction 

l'équation  f=  i  de  l'ellipsoïde  clierclié  se  trouve  enfin  déterminée. 

Il  y  a  maintenant  trois  cas,  )[?  =  3,  4i  5,  à  considérer  séparément. 

Cas  de  trois  sections  centrales.  —  Dans  ce  cas,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (5),  les  trois  plans  «j  =  o,  u.,_  =  o,    u^  =  o  des  sections  cen- 
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traies  données  forment  un  système  de  plans  conjugués  de  l'ellipsoïde. 
Les  équations  (4)*  donnent  les  produits  deux  à  deux  Â2X3,  X^^s, 
^1 X2  des  multiplicateurs  Aj,  X^,  ^3,  et  la  résolution  des  équations  (4)* 
n'offre  aucune  difficulté. 

Cas  de  quatie  sections  centrales.  —  Dans  ce  cas,  la  détermination 
des  quatre  multiplicateurs  )i,.  •  -^  ^4  et  de  la  valeur  maximum  A 
d'après  (3)  et  (4)*  conduit  aux  équations 


K,=     ^,^3}. 


m,        m.^        m\        m\ 

Al  À2         7.J,         A4 

ml        ml        m] 

— -  H H-  ■ — ■ 


■i  / 


dans  lesquelles 

/»,r=(234),     W2=— (i34),     W3  — (124),     m,  =  —{1-2.3). 

Si  l'on  y  pose 

}„•   _  K;Wf  _  A  _ 

ml  [m^mjniniiy  (/jî, /jî^z/îs'''*) 

on  retombe  précisément  sur  les  équations  (6),  (8),  §  2,  de  mon  Mé- 
moire publié  dans  le  Recueil  de  cette  Académie  pour  l'année  1866, 
p.  i32  et  i33,  lorsqu'on  y  fait  Ji  =  4^  c'est-à-dire  sur  le  système 
même  des  équations  établies  dans  ce  Mémoire,  équations  d'où  dé- 
pend le  problème  de  Lagrange  sur  le  tétraèdre,  et  qui  conduisent 
finalement  à  une  équation  du  quatrième  degré. 

«  Les  deux  problèmes  de  la  détermination  à'un  ellipsoïde  de  vo- 
lume minimum,  étant  données  les  aires  de  quatre  sections  cen- 
trales, et  de  la  détermination  d'u«  tétraèdre  de  volume  maxi- 
mum, étant  données  les  aires  de  ses  quatre  faces,  sont  donc 
algébriquement  identiques,  et  la  solution  de  l'un  est  donnée  en 
même  temps  par  la  solution  de  l'autre.  » 

La  solution  du  problème  du  tétraèdre  ayant  été  complètement 
développée  dans  le  Mémoire  cité  de  l'année  1866,  je  n'ai  qu'à  ren- 
voyer à  cette  solution  pour  le  problème  actuel. 

Cas  de  cinq  sections  centrales. — Le  système  des  équations  à  ré- 
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soudre  (3)  et  (4)*  a,  dans  ce  cas,  la  forme  suivante  : 

(3)  A  =^{ifdY'/,hh,  (/,  k,l=u...,  5) 

(4)  '  ~  <^'^-  ~  )  +  (i45/^4>..+  (i35)^}.3?.s+  (i34 )=?.,?,, 


Malgré  leur  apparente  complication,  la  résolution  de  ces  équa- 
tions n'exige,  comme  nous  le  montrerons  plus  loin,  que  deux  ex- 
tractions de  racines  carrées  consécutives. 

Le  premier  membre  /de  l'équation  de  l'ellipsoïde  ordonné  sui- 
vant les  coordonnées  Xi^  x^-,  X3,  est 

f=\('sh^s^h,  {g,  Il  =1,1,  3) 

où  les  coefficients  ont  pour  valeurs,  d'après  l'équation  (i\ 

(i)  «j/,=2^/,a!,a}^.  (/=!,... ,5) 

i 

Entre  ces  six  équations  (pour  g-,  A  ^  i,  2,  3),  on  peut  éliminer 
les  cinq  multiplicateurs  /j,...,  1^.  Le  résultat  de  l'élimination 
étant  représenté  par 

v6)  \^ghagh  =  o,  (g-,  A  =1,2,  3) 

l'équation  (6)  devra  devenir  identique,  si  l'on  v  substitue  auxrt^^ 
leurs  expressions  (i).  Les  B^^  doivent  donc  satisfaire  aux  cinq 
équations 

(7)  ^B^AaUi  =  o,  (g-,  A  =  1,2,  3) 

pour  i  ^=.  I,.  . .,  5.  Or  ces  équations  définissent  les  quantités  ad- 
jointes des  coefficients  b^^  de  la  forme  ternaire 

(8)  o  =\bghXgXh,  [g,  h=  i,  2,  3) 

qui,  étant  égalée  à  zéro,  détermine  le  cône  du  second  degré  tangent 
aux  cinq  plans  u^  =  Oj  car,  pour  que  le  cône  (f  =  o  touclie  les  cinq 

20. 


3o8 
plans  u^ 
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il  faut  que  les  cinq  équations 


b. 

b. 

bu 

< 

h,, 

/>2J 

b,3 

a', 

632 

ai 

biz 

a\ 

< 
0 

soient  satisfaites  pour  /  :::=  i, .  .  . ,  5,  lesquelles  équations,  dévelop- 
pées suivant  les  quantités  Bgh  adjointes  des  bg^^  donnent  les  équa- 
tions ['j).  Les  coefficiejits  B^^  dans  les  ér/uatioris  (6)  7ie  sojit  donc 
autre  chose  que  les  quantités  adjointes  des  coefficients  b^^  de  la 
forme  ternaire  <o{Xx^  x^f  ^3),  qui,  égalée  à  zéro,  détermine  le 
cône  tangent  aux  cinq  sections  centrales  i/,-  =  o. 

En  multipliant  l'équation  (6)  par  A,  et  remplaçant  les  produits 
Ka„j^  par  leurs  expressions  au  moyen  des  quantités  adjointes  A^/,,  il 
vient 

(6)*     B„(A:,A33-A;3)+...  +  2B,3(A„A,3-AnA,.)+.-.  =  o. 

Entre  les  six  quantités  A^;,  il  existe  déjà  les  cinq  équations 

(4)  K,-=:^4alA,/„ 

qui  définissent  les  cinq  quantités  K,  comme  fonctions  linéaires  des 
KgT^.  En  introduisant  arbitrairement  une  sixième  fonction  linéaire 
liomoeène 


(9) 


U 


^^^.- 


puis,  en  exprimant,  par  la  résolution  de  ces  équations,  les  A^^  en 
fonctions  linéaires  homogènes  de  Kj, .  .  . ,  Kg,  U  et  portant  ces  va- 
leurs dans  (6)*,  cette  équation  se  changera  en  une  équation  du  se- 
cond degré  en  U.  La  résolution  de  cette  dernière  donnera  pour  U 
une  fonction  linéaire  homogène  des  quantités  K,,  augmentée  de  la 
racine  carrée  y/R  d'une  fonction  quadratique  homogène  des  K,  ; 
par  conséquent,  les  quantités  K^u  et  leur  déterminant  A^,  ainsi 
que  les  produits  Aa„h^  AA,-,  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  en- 
tières de  Kl, .  .  . ,  K5  et  de  y/R;  d'où  l'on  voit  que,  pour  obtenir  A, 
on  a  besoin  d'une  seconde  extraction  de  racine  carrée.  Ce  qui  pré- 
cède peut  donc  se  ix'sumer  ainsi  : 
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«  La  forme  ternaire  j\oCi^  x,,  X3),  qui  compose  le  premier 
membre  de  l'équation  de  l'ellipsoïde,  étant  multipliée  par  son  déter- 
minant A,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'un  seul  radical  carré  yR. 
Il  en  est  de  même  du  carré  du  déterminant  A.  L'expression  de  f 
elle-même  exige  deux  extractions  consécutives  de  racines  carrées.  » 

Le  développement  du  calcul  qui  donne  la  solution  des  cinq  équa- 
tions (4)*î  et  dont  on  peut  apercevoir  sans  aucune  difficulté  la 
marche  générale,  conduit  à  des  résultats  intéressants. 

Le  radical  ^R,  qui  se  présente  dans  la  résolution  de  l'équation 
ciuadratique,  est,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  indépen- 
dant du  choix  des  coefficients  q ^j^  de  l'équation  (9).  Ces  coefficients 
n'entrent  que  dans  la  fonction  linéaire  des  K,-,  qu'il  faut  ajouter  à 
y/R  pour  obtenir  U5  mais,  comme  celle  fonction  linéaire  des  K,, 
que  je  désignerai  par  Uq,  peut  elle-même  se  mettre  aussi  sous  la 
forme  d'une  fonction  linéaire  des  A^,;,,  il  existe  une  nouvelle  fonc- 
tion linéaire  homogène, 

T  =  U  -  U„ 

des  A^,/i,  indépendante  du  choix  des  coefficients  q^^^  et  dont  le 
carré  =  R^  en  d'autres  termes,  les  coefficients  q gh  peui>ent  être 
particularisés  de  telle  manière  que  la  fonction  U,  définie  au 
moyen  de  ces  coefficients  par  l'équation  (9),  et  que  j' appelle- 
rai T,  dépende  d'une  équation  quadratique  pure. 

Cette  particularisation,  abstraction  faite  d'un  facteur  arbiti*aire 
affectant  la  fonction  T  tout  entière,  ne  peut  s'effectuer  que  (ï une 
seule  manière,  savoir,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer,  en  po- 
sant qgu  =  è^^,  et,  par  suite, 

(10)  i:=SlKuk,^h, 

les  è^/,  étant  toujours  les  coefficients,  définis  par  (8),  de  l'équation 
ç  =  G  du  cône  tangent. 

On  peut  donner,  comme  on  sait,  à  l'équation  ç  =  o  du  cône  tan- 
gent, différentes  formes,  dont  une  particulièrement  simple,  que  l'on 
obtient  en  rapportant  le  cône  à  trois  quelconques  des  cinq  plans 
If,  :=  G.    La  fonction  (j>,   exprimée   au  moyen  de   «i,   z^a^   "37  par 
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exemple,  prend  la  forme 

9  =  [J.]  U]  H-  y-lul  -f-  [J.l  Ul  —  2^j|7.3W2«3—  'llJ.tUiUiUi—  ly-tij-iiiah, 

où 

^.,  =  (234)(o35)(i45),     p..=  (i34)(i35)(245),     ^.3=  (124)  (i25)(345}. 

Si  l'on  conçoit  que  le  facteur  arbitraire,  contenu  dans  les  coetB- 
cients  b^j^  de  Fequation  (8),  soit  déterminé  de  cette  manière,  alors 
le  déterminant  B  de  cette  équation  deviendra  = — 4^"?  ^  dési- 
gnant le  produit  de  tous  les  dix  déterminants  [ikl).  Si,  de  plus,  on 
substitue  dans  (10)  les  valeurs  des  coefficients  Z'^^,  et  que  l'on  ex 
prime  les  A»^,  en  vertu  de  l'équation  (2),  au  moyen  des  ^,  on  ob- 
tiendra pour  T  l'expression  symétrique 

(10)*  T  =  [(i23)(i24)(i25)(345)p>.,}.,  +  ..., 

la  somme  devant  s'étendre  aux  dix  termes  formés  d'après  une  loi 
semblable. 

La  définition  de  la  fonction  T,  donnée  dans  V équation  (10), 
peut  se  ramener  à  la  formation  du  déterminant  de  la  forme  qua- 
dratique ternaire  f —  pip,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  forma- 
tion de  l'équation  du  troisième  degré  en  p,  dont  dépend  la  déter- 
mination du  système  d'axes  conjugués,  commun  à  V  ellipsoïde 
f=i  et  au  cône  tangent  9  =  0.  En  eiïet,  si  l'on  développe  ce 
déterminant  suivant  les  puissances  de  0,  A  sera  le  terme  indépen- 
dant de  p\,  — T  sera,  d'après  l'équation  (10),  le  coefficient  de  0; 
zéro  sera,  d'après  l'équation  (6),  celui  de  p- -^  enfin  — B  =  4^^ 
sera  le  coefficient  de  p^ .  L'équation  du  troisième  degré  en  question 
sera  doue 

(11)  0  =  A  — Tp-h47a-p-\ 

Les  valeurs  des  A^;,,  tirées  des  six  équations  (4),  (10),  étant  sub- 
stituées dans  (6)*  et  clans  le  déterminant  A^  des  A^/^,  donnent  les 
équations 

(12)  'P=iR  =  R,,K^^...-4-R,3K,K,-f..., 

(i3)  2.3'û7=A'=  — -S-i-R^ 
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ou 


(i4)        s  =  Sm.  K^  + .  . .  +  S.uK;  K,  -f  .  . .  +  S.^K, K.Ka  + .  .  . . 

Les  coefi&cients  Ru,...   et  Sm,...,  qui  entrent  ici,  peuvent, 
d'après  mes  calculs  de  1867,  se  représenter  comme  il  suit  : 
Formons,  au  moyen  des  déterminants  (/A7),  les  produits 

rsn={sl^l){ïifih){glil), 

ghikl  désignant  une  permutation  des  cinq  indices  12345,  et  com- 
posons, au  moyen  de  ces  produits,  les  expressions 

^f/'  =  rgirhk-\-  rgkrhi. 

Les  r^;,  sont  des  fonctions  alternées  de  leurs  indices,  de  sorte  que 
J'hg  =  —  ''g/'i  ^^s  ^fk  sont  des  fonctions  qui  restent  invariables  : 
1°  quand  on  échange  entre  eux  leurs  indices  supérieurs;  a"  quand 
on  échange  entre  eux  leurs  indices  inférieurs;  3"  quand  on  échange 
à  la  fois  les  deux  indices  supérieurs  avec  les  deux  indices  inférieurs. 
Cela  posé,  les  coefficients  des  équations  (4)  sont  donnés  parles  for- 
mules 

Ri:  =  '",3  ''«  r; ,  +  /'.4  r-2i  ri ,  -\-  r,-,  r-,  r; , , 


C         ç2.-î   .2  4    .2  5 

C        ol3   .2  4   c-i_l_   0^5    -14   c-5_i_  c^'  C-*   c'* 

C»112  ■"'45''3S"'3  4~^"^45"*35''34~^'*45'':i5"'34» 


Dans  ces  formules,  il  n'entre  ainsi  que  les  deux  fonctions  homo- 
gènes R  et  S  des  cinq  quantités  Kj,.  .  .,  K5,  lesquelles  sont  com- 
posées symétriquement  avec  ces  quantités,  et  dont  l'une  est  du 
second  ordre,  l'autre  du  troisième. 

Après  le  calcul  des  irrationnelles  sfR  et  i /—  -S  -f-  R",  les  dif- 
férents multiplicateurs  "k  s'obtiennent,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
sous  forme  de  fractions,  dont  le  dénominateur  commun  se  com- 
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pose  de  la  seconde  de  ces  irrationnelles,  tandis  que  les  numéra- 
teurs sont  des  fonctions  liomogènes  du  second  ordre  des  six  quan- 
tités Kl,. . .,  Ks,  y/R. 

Tout  en  réservant  pour  une  autre  occasion  la  discussion  des 
valeurs  que  l'on  vient  de  trouver,  je  résumerai  comme  il  suit  le  ré- 
sultat algébrique  obtenu  pour  le  cas  de  cinq  sections  centrales  : 

((  Pour  résoudre  le  système  d'équations 

K  -  ^'^  K   -  '^-^ 


ou 


A  =y  {ihiyhhh,  {i,  k,l=x,...,  5) 

et  dont  dépend  la  détermination  de  l'ellipsoïde  de  moindre  volume 
parmi  ceux  pour  lesquels  cinq  sections  centrales  ont  des  aires  don- 
nées, joignons  aux  cinq  fonctions  K,, . .  . ,  Kg,  quadratiques  et  lio- 
mogènes par  rapport  à  ^i, .  .  . ,  ^g,  une  sixième  fonction 

T  =  [(i23)  (i24)  (i25)(345)]'>,>3  +  . . .; 

le  carré  de  T  pourra  être  représenté  sous  forme  d'une  fonction  E., 
quadratique  et  homogène  de  Ki,...,  Kg,  en  vertu  des  équations  (12), 
(12)*.  A  l'aide  du  radical  carré  T  =  y/R,  on  pourra  ensuite  mettre 
le  carré  de  A,  abstraction  faite  d'un  facteur  indépendant  des  K, 
sous  la  forme 

T 


2 


S+R% 


S  étant  une  fonction  homogène  du  troisième  ordre  de  Ki , . . . ,  Kg, 

donnée  par  les  équations  (i4)i  (^4)*)  enfin  chacune  des  quantités 
Xj,. . .,  )i5  sera  exprimable  par  une  fraction  ayant  pour  dénomi- 
nateur 

yZ-Ls  +  R^ 

et  pour  numérateur  une  fonction  quadratique  homogène  des  six 
quantités  Kj,.  .  . ,  Kg,  y/R.  » 
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NOTICE  SUR  LES  TRAVAIX  DE  JILES  PLtCKER; 
Par  m.  p.  5IANSI0N. 

Au  commencement  de  ce  siècle,  l'Allemagne  ne  possédait  guère 
que  deux  géomètres,  Gauss  et  Pfaff,  tandis  qu'en  France  une 
pléiade  de  savants  illustres  travaillaient  avec  ardeur  aux  progrès 
des  Mathématiques.  A  partir  de  1826,  il  n'en  est  plus  ainsi.  Les 
travaux  et  les  leçons  de  Jacobi  et  de  Diriclilet  suscitent  de  nom- 
breuses et  belles  recherches  d'Analyse,  tandis  que  Môbius,  Steiner 
et  Pliicker  étendent  les  limites  de  la  Géométrie.  Nous  résumons 
ici  la  Notice  consacrée  par  M.  Clebsch  à  la  mémoire  du  dernier  de 
ces  savants  ('). 

i.  Jules  Plûcker,  né  à  Elberfeld,  le  16  juin  1801,  fit  ses  études 
au  gymnase  de  Dûsseldorf,  aux  Universités  de  Bonn,  de  Heidelberg 
et  de  Berlin,  et  à  Paris.  Il  fut  successivement  privat-doccnt  {1826) 
et  professeur  extraordinaire  (1828-1 833)  à  l'Université  de  Bonn,  au 
gymnase  Frédéric-Guillaume,  à  Berlin  (i833),  professeur  ordinaire 
à  Halle  {1834)  t't  à  Bonn  (i836).  11  enseigna  à  la  fois  les  Mathéma- 
tiques et  la  Physique  dans  cette  dernière  ville.  Jusqu'en  1840,  tous 
ses  efforts  furent  consacrés  à  la  Géométrie^  il  publia  sa  Géométrie 
de  l'espace,  en  1846,  et,  à  partir  de  cette  époque  jusqu'en  1864,  il 
s'occupa  exclusivement  de  Physique.  Dans  les  dernières  années  de 
sa  vie,  il  revint  aux  Mathématiques  pour  créer  la  nouvelle  Géo- 
métrie, fondée  sur  la  considération  de  la  ligne  droite  comme  élé- 
ment de  l'espace.  Il  mourut  le  22  mai  1868. 

Les  recherches  de  Physique  de  Plûcker,  comme  ses  recherches  géo- 
métriques, montrent  bien  la  tendance  d'espritde  cet  homme  éminent. 
Il  aimait  mieux  étudier  sans  cesse  de  nouvelles  séries  de  phéno- 
mènes physiques  et  mathématiques,  étendre  les  limites  des  deux 
sciences  qu'il  cultivait  avec  tant  d'ardeur,  que  de  scruter  minutieu- 
sement un  petit  nombre  de  faits  et  de  problèmes.  De  là  la  nature 
— — - — — ^ — ^ 

(')  Foir  le  travail  de  M.  Clebsch  :  Zum  Geddchtniss  an  Julius  Pliicker  (Mém.  de 
Gôttingue,  t.  XVI).  Nous  avons  traduit  ce  IMémoire  en  français,  et  il  a  été  inséré  dans 
le  Bullettino  di  Bibliografa  e  di  Storia  délie  Scienze  inateniatiche  e  fisiche  de  M.  le 
prince  B.  Boncompagni,  t.  V,  p.  i83-2i2.  Le  Mémoire  original  et  la  traduction  se  ven- 
dent aussi  séparément. 
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qualitative  de  ses  reclierclies  de  Physique,  de  là  aussi  la  multiplicité 
des  aperçus  et  des  points  de  vue  nouveaux  que  renferment  ses  Ou- 
vrages et  surtout  ses  Mémoires  de  Géométrie.  Plutôt  porté  à  pi^o- 
duire  qu'à  analyser,  Pliicker  négligea  souvent  l'étude  des  publica- 
tions contemporaines,  et  refit  des  découvertes  que  d'autres  avaient 
déjà  publiées.  Le  contraire  arriva  souvent  aussi. 

Plûcker  a  rendu  un  grand  service  à  cette  partie  de  la  Géométrie, 
que  nous  appelons  maintenant  Géométrie  projectile,  et  qu'il  a 
tant  contribué  à  créer,  en  mettant  ses  découvertes  sous  une  forme 
analytique,  quelque  imparfaite  qu'elle  puisse  paraître  à  notre  gé- 
nération, liabituée  à  l'élégance  des  méthodes  modernes.  L'Analyse 
permit  en  eifet  à  Pliicker  d'introduire  dans  ses  recherches  deux 
idées  fondamentales ,  dont  la  méthode  synthétique  ne  s'est  rendue 
maîtresse  que  plus  tard  :  d'abord  l'idée  des  courbes  et  des  surfaces 
générales,  élucidée  plus  tard  par  Grassmann,  puis  les  imaginaires 
que  y.  Staudt  a  rendues  plus  tard  encore  accessibles  à  la  Géométrie 
pure. 

2.  Carnot  et  Monge,  le  dernier  surtout,  ont  été  les  précurseurs 
de  la  Géométrie  moderne,  dont  Poncelet  semble  avoir  été  le  vrai 
créateur,  en  introduisant  dans  la  Science  la  méthode  projective  et 
un  grand  nombre  d'idées  importantes,  dont  Gergonne  se  fit  l'ar- 
dent promoteur.  Plûcker,  en  étudiant  les  Mémoires  de  ce  dernier, 
découvrit,  en  même  temps  Cjue  Bobillier,  la  méthode  des  notations 
abrégées,  qui  permet  de  composer  a  priori  l'équation  d'une  figure, 
et  d'y  lire  ensuite  les  propriétés  de  celle-ci.  Pliicker  fit  de  belles 
applications  de  cette  méthode  à  la  théorie  des  courbes  du  troisième 
ordre. 

Les  propriétés  du  pôle  et  de  la  polaire  relativement  aux  coniques 
ayant  permis  à  Poncelet  d'établir  le  principe  de  dualité,  principe 
qui  s'étendait  de  lui-môme  à  l'espace,  Gei'gonne  donna  à  la  théorie 
des  courbes  et  des  surfaces  la  forme  dualistiquc  qui  caractérise  ac- 
tuellement la  Géométrie,  mais  en  enlevant  au  principe  de  Poncelet 
sa  vraie  base,  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires.  Pliicker,  en  étu- 
diant à  fond  cette  théorie  de  la  corrélation,  la  fit  reposer  sur  la 
notion  des  coordonnées  de  la  droite  ou  du  plan.  La  relation  de  la 
forme 

wji  -+-  f/  -+-  I  =  o     ou     ux  -\-vy-^  wz  -f-  I  ^  o. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  3i5 

qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la  droite  ou  du  plan  [u  et  p",  ou 
?A,  V'  et  w),  et  celle  du  point  [x  et^,  ou  x^y  et  z)  étant  symétrique 
par  rapport  à  ces  deux  sortes  de  quantités,  le  principe  de  dualité 
devient  évident,  et  la  notion  de  classe  imaginée  par  Gcrgonne 
trouve  son  interprétation  naturelle  dans  l'équation  tangenlielle 
d'une  courbe  ou  d'une  surface.  Pliickcr  vit  parfaitement  d'ailleurs 
que  l'on  pouvait  imaginer  des  corrélations  d'ordre  supérieur. 

Au  fond,  le  principe  de  dualité  est  démontré  de  la  même  manière, 
mais  sous  une  forme  moins  saisissante,  dans  l'admirable  livre  de 
IMobius,  sur  le  Calcul  bajycejitrique,  où  il  manque,  il  est  vrai, 
l'idée  des  coordonnées  des  plans  et  des  droites,  mais  qui  contient 
bien  des  idées  fondamentales  de  la  Géométrie  moderne  (le  rapport 
anliarmonique,  les  coordonnées  homogènes,  les  diverses  sortes  de 
corrélations,  les  courbes  et  les  surfaces  à  coordonnées  rationnelles 
en  fonction  d'un  paramètre).  On  ne  connut  l'importance  de  cet 
Ouvrage  de  Mobius  que  plus  tard,  quand  les  idées  fondamentales 
en  furent  exposées  sous  une  forme  plus  systématique  par  Steiner, 
et  surtout  par  Chasles  [aperçu  historique)^  qui  y  était  arrivé  par 
suite  de  ses  propres  études.  Plùcker  étudia  très-peu  les  corrélations 
d'ordre  supérieur,  signalées  déjà  par  Poncelet  et  étudiées  plus  tard 
par  Magnus,  Steiner,  Mobius,  et  surtout  par  Cremona. 

Plûcker  introduisit  aussi  dans  la  Science  les  coordonnées  homo- 
gènes, qui  devaient  servir  à  Hesse  pour  relier  la  Géométrie  à  l'Al- 
gèbre moderne;  mais  il  faut  remarquer  que  les  coordonnées  bary- 
cen  triques  de  Mobius  sont  au  fond  la  même  cbose  que  les  coordonnées 
homogènes.  A  Plûcker  revient  l'honneur  d'avoir  vu  toute  l'impor- 
tance de  celles-ci,  pour  donner  une  forme  définitive  aux  équations 
des  tangentes  et  des  points-contacts  et  à  la  théorie  générale  des  po- 
laires, grâce  aux  propriétés  des  fonctions  homogènes. 

3.  Cramer  et  Euler  avaient  remarqué,  au  siècle  passé,  qu'il 
suffit  qu'un  certain  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes 
soit  connu  poxu*  que  les  autres  soient  déterminés.  Il  s'écoula  beau- 
coup de  temps  avant  que  l'on  vît  la  portée  de  cette  remarque.  Lamé, 
le  premier,  donna  à  ce  sujet  ce  théorème  que,  par  les  n^  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes  d'ordre  «,  C„  r=  o  et  C^  =  o,  en  pas- 
sent une  infinité  C„  +  XC^  =  o  de  même  ordre,  et  Gcrgonne  fit 
connaître  un  principe  plus  général  encore.  Plûcker  découviit  quel 
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nombre  k  de  ces  7i^  points  devait  être  donné  pour  que  les  Ji^  —  k 
autres  fussent  déterminés,  puis,  en  même  temps  que  Jacobi,  ix^solut 
une  question  analogue  pour  les  courbes  d'ordre  m  et  ;z,  et  plusieurs 
problèmes  généraux.  Cayley  a  examiné  à  fond  cette  question  au 
point  de  vue  algébrique,  et  Clebscli  a  fait  voir  que  les  résultats 
auxquels  on  est  arrivé  dans  cette  voie  ne  sont  qu'une  autre  forme 
du  théorème  d'Abel  sur  l'addition  des  fonctions  abéliennes.  En  par- 
ticulier, si  Ji  =  3,  le  nombre  A,  indiqué  plus  liaut,  est  égal  à  8; 
toutes  les  cubiques  qui  ont  huit  points  communs  en  ont  un  neu- 
vième, proposition  d'où  Pliicker  a  déduit  le  théorème  de  Pascal,  en 
considérant  la  conique  et  la  droite  de  Pascal  comme  une  cubique 
rencontrée  en  huit  points  par  les  deux  cubiques  que  forment  les  six 
côtés  de  l'hexagone  inscrit  dans  cette  conique. 

Poncelet,  le  premier,  a  découvert  l'influence  des  points  singuliers 
sur  la  classe  des  lignes  courbes.  Plûcker,  en  s'occupant  de  recher- 
ches plus  générales  sur  ce  sujet,  a  découvert,  en  partie  par  des  cal- 
culs directs,  en  partie  au  moyen  du  principe  de  dualité,  les  célèbres 
formules  qui  portent  son  nom,  et  qui  donnent  le  nombre  des  points 
doubles  cl  des  tangentes  doubles,  des  points  de  rebroussement  et 
des  tangentes  d'inflexion  dans  les  courbes  planes.  Jacobi  et  aupa- 
ravant Cayley  ont  démontré  directement  les  formules  relatives  aux 
tangentes  doubles  et  aux  tangentes  d'inflexion.  Cayley  a  étendu 
ces  formules  aux  courbes  gauches  ;  Kiemann  et  Clebsch  ont  intro- 
duit dans  toute  cette  théorie  la  notion  de  genre;  Cayley,  celle  de 
l'équivalence  des  singularités  supérieures  avec  les  singularités 
simples-,  enfln  ce  dernier  géomètre,  M.  Salmon  et  ]M.  Zcuthen 
ont  travaillé  à  la  théorie  des  points  singuliers  des  surfaces. 

4.  Plûcker  a  consacré  une  grande  partie  de  ses  Ouvrages  à  la 
théorie  des  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  Il  démontra 
que  les  courbes  ont  neuf  points  sur  une  seconde  courbe  de  même 
ordre,  qu'il  y  en  a  trois  qui  sont  réels,  qu'il  y  a  douze  lignes  d'in- 
ilexion,  etc.  Mobius  a  simplifié  cette  théorie,  liesse  l'a  complétée 
et  étendue  aux  courbes  quelconques.  Il  a  aussi  étudié,  ainsi  que 
Sylvester,  Cayley,  Salmon  et  Clebsch,  les  équations  du  troisième 
degré  résolubles,  qui  donnent  les  points  d'inflexion  des  cubiques. 
Pliicker  a  trouvé  bien  des  théorèmes  curieux  sur  ces  courbes,  entre 
autres  le  théorème  relatif  à  la  conique  surosculatrice.  Disons,  en 
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passant,  que  sa  classification  des  cubiques,  tout  ingénieuse  qu'elle 
soit,  est  moins  simple  que  celle  de  Salmon,  dont  le  germe  se  trouve 
dans  Môbius.  Quant  aux  courbes  du  quatrième  ordre,  Plûcker  en 
a  donné  deux  classifications,  fondées,  l'une  sur  la  nature  de  leurs 
brandies  infinies,  l'autre,  plus  importante,  svir  leurs  singularités. 
Il  a  montré  que  ces  courbes  ont  vingt-huit  tangentes  doubles,  par- 
fois toutes  réelles  j  mais  il  s'est  trompé  sur  leur  position  relative 
que  Stciner  et  surtout  Hesse  ont  fait  connaître  d'une  manière 
exac  te . 

L'Ouvrage  qui  contient  ces  recherches  (la  Théorie  des  courbes 
algébriques)  appelle  l'attention  des  géomètres  sur  la  Méthode 
du  dénombrement  des  constantes,  dont  l'idée  fondamentale  est  à 
peu  près  celle-ci  :  un  système  d'équations,  correspondant  à  un 
problème  déterminé,  est  résoluble  quand  le  nombre  des  équations 
est  égal  au  nombre  des  inconnues. 

Signalons  encore,  parmi  les  sujets  traités  par  Plûcker  dans  sa 
première  période  d'activité  géométrique  :  1°  la  théorie  générale  des 
foyers ,  auparavant  ettleurée  par  Poncelet,  et  étudiée  ensuite  par 
Kummer,  Salmon,  Hart ,  Chaslcs  et  Cayley;  2°  la  théorie  du 
contact  des  surfaces;  3°  la  Géométrie  sur  les  surfaces  du  second 
ordre,  où  il  fut  le  précurseur  de  Chasles;  4°  enfin  les  propriétés  de 
la  surface  des  ondes,  sujet  repris  et  étendu  par  Kuunner  et  Klein. 

5.  La  Géométrie  linéaire  est  la  dernière  création  de  Plûcker,  et 
celle  peut-être  qui  a  ouvert  aux  mathématiciens  le  champ  le  plus 
étendu  d'explorations  et  de  découvertes. 

Les  idées  fondamentales  de  cette  Géométrie  se  retrouvent  dans 
trois  cycles  de  recherches  antérieures.  On  n'y  trouve  pas  explici- 
tement, mais  implicitement,  l'idée  des  complexes  et  des  congruences 
(ensemble  des  droites  dont  les  paramètres  satisfont  à  une  ou  à  deux 
équations).  Dans  le  premier  cycle,  qui  est  purement  géométrique, 
il  faut  signaler,  relativement  à  des  complexes  du  premier  ordre,  des 
Mémoires  de  Mobius,  de  iNIagnus,  de  Chasles  et  de  Sylvester;  re- 
lativement à  des  complexes  du  second  ordre,  des  recherches  de 
Binet  et  de  Chasles,  complétées  récemment  par  Reye,  Lie  et 
Mûller  5  enfin,  au  point  de  vUe  général,  un  grand  travail  de  Cayley, 
où,  d'ailleurs,  apparaît  déjà  la  trace  des  idées  de  Plûcker.  Le  second 
cycle  de  recherches  sur  la  Géométrie  linéaire  appartient  à  la  Méca- 
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nique.  Poinsot,  Cliasles,  MoLius  ,  Sylvester,  Cayley,  principale- 
ment clans  l'étude  des  systèmes  de  forces  qui  peuvent  remplacer  un 
système  donné,  ont  trouvé  des  théorèmes  qui  ne  s'exposent  simple- 
ment que  dans  la  nouvelle  Géométrie  linéaire.  La  théorie  des 
systèmes  de  rayons  est  encore  plus  rapprochée  de  la  Géométrie  pliic- 
kérienne  que  les  recherches  précédentes.  Monge,  Môbius  et  Sturm, 
et  plus  récemment,  Hamilton,  Kummer  et  Abel  Transon  ont 
étudié  des  systèmes  de  rayons  [congruences  de  Plûcker). 

Plûcker  a  donné,  dans  sa  Géométrie  de  l'espace  (1846),  l'idée 
fondamentale  de  la  Géométrie  linéaire;  mais  il  ne  put  faire  fruc- 
tifier cette  idée  que  quand  il  l'eut  associée  à  celle  de  complexe. 
Dans  sa  nouvelle  conception,  la  ligne  droite,  la  surface  réglée,  la 
cou'^ruence  et  le  complexe  sont  comme  les  étages  successifs  d'une 
nouvelle  Géométrie.  Plûcker  a  très-bien  signalé  cette  conséquence 
de  l'existence  de  quatre  variables  dans  l'équation  du  complexe  :  la 
Géométrie  linéaire  est  une  sorte  de  Géométrie  à  quatre  dimensions. 
En  général,  disait-il,  même  dans  le  plan,  on  peut  construire  une 
Géométrie  à  autant  de  dimensions  que  l'on  veut,  c'est-à-dire,  pour 
parler  plus  clairement,  on  peut  y  étudier  une  figure  fondamentale 
dans  l'équation  de  laquelle  entrent  autant  de  paramètres  variables 
que  l'on  veut.  L'Ouvrage  de  Plûcker  et  ses  Mémoires  sur  la  Géo- 
métrie linéaire  sont  consacrés  surtout  à  l'étude  des  complexes  du 
second  ordre.  Ces  derniers  travaux  du  géomètre  de  Bonn  ne  sont 
pas  à  la  hauteur  de  la  Science,  au  point  de  vue  de  la  forme  analy- 
tique-, mais  les  idées  qui  en  constituent  le  fond,  par  leur  fécondité 
et  leur  portée,  ont  déjà  eu  une  grande  influence  sur  le  développe- 
ment de  la  Science,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  écrits  de  Klein, 
de  Lie  et  de  Clebsch.  L'importance  des  travaux  antérieurs  de 
Plûcker  a  parfois  été  méconnue  ou  même  niée.  Dieu  ne  pouvait 
lui  préparer  une  plus  belle  compensation  à  cette  injustice  de  ses 
contemporains  qu'en  lui  permettant  de  créer,  au  soir  de  sa  vie, 
une  nouvelle  branche  de  la  Science,  dont  la  haute  importance  est 
incontestable. 

6.  Le  Mémoire  de  Clebsch,  dont  nous  faisons  ici  l'analyse,  con- 
tient une  Notice  de  M.  le  professeur  Hittorf  sur  les  travaux  de 
Physique  de  Plûcker.  Ne  pouvant  la  résumer  ici,  nous  nous  con- 
tenterons de  dire  que  l'on  doit  à  cet  homme  éminent  l'étude  du  ma- 
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gnétisme  et  du  diamagnétisme  des  cristaux,  et  celle  de  l'action 
de  la  décharge  électrique  sur  les  gaz  raréfiés.  Avant  Bunsen  et 
KirchhofT,  il  annonça  que  les  raies  du  spectre  sont  caractéristiques 
pour  chaque  substance,  et  qu'elles  peuvent  être  utilisées  dans  l'ana- 
lyse chimique 5  il  découvrit  aussi,  avec  M.  Hittorf,  que  l'écartement 
des  raies  du  spectre  se  produisait  sous  l'influence  d'une  chaleur  in- 
tense, résultat  de  la  plus  haute  importance  pour  l'étude  de  l'atmo- 
sphère solaire.  Pliicker  avait,  en  Physique  comme  en  Géométrie, 
un  esprit  essentiellement  généralisateur  j  les  recherches  originales 
lui  plaisaient  par-dessus  tout,  de  sorte  que,  dans  ce  domaine  aussi, 
il  ne  fît  pas  souvent  une  attention  sufEsante  aux  travaux  de  ses  con- 
temporains. 11  ne  pouvait  se  résoudre  à  l'étude  pénible  des  résultats 
obtenus  par  d'autres  physiciens.  Quand  un  pareil  examen  se  pré- 
senta naturellement,  il  préféra  retourner  à  ses  recherches  géomé- 
triques. Les  mathématiciens  s'en  consoleront  aisément,  puisque  c'est 
à  cette  circonstance  que  nous  devons  une  partie  de  la  science,  à 
laquelle  restera,  il  faut  l'espérer,  le  nom  de  Géométrie  plilckérienne . 

P.  Maasio->. 
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